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Este texto fue elaborado como un proyecto del Departamento de Matemaética de la Univer-
sidad Rafael Landivar, para ser utilizado en el curso propedéutico de matematica que se im-
parte a los estudiantes que desean ingresar a esta casa de estudios y han mostrado deficien-
cias en el examen de diagndstico.

Dicho examen esta disefiado para evaluar conocimientos y destrezas en las dreas de Aritmé-
tica, Algebra, Geometria Plana, Geometria Sélida y Teoria de Conjuntos, aunque explora con
mayor minuciosidad la Aritmética y el Algebra. Por esa razon, este texto trata estos temas
con més detenimiento, tanto en la extensidn de las explicaciones como en la cantidad y va-
riedad de ejercicios propuestos, mientras que la Geometria Plana, Geometria Sélida y la Teo-
ria de Conjuntos se incluyen como temas suplementarios.

El orden en que se presentan los temas, anteponiendo el repaso de la Aritmética y el Alge-
bra a la revision de la Teoria de Conjuntos, responde a que el curso propedéutico es de ca-
racter remedial y, como tal, debe darle prioridad a la reconstruccion y el reforzamiento de los
instrumentos conceptuales y metodolégicos que forman el sustrato del pensamiento mate-
maético de nuestros estudiantes.

Por su parte, La Teoria de Conjuntos es un modelo de innegable valor teérico y aplicado,
que hace énfasis en el uso de la l6gica matemaética; por su naturaleza intrinsecamente abs-
tracta y por su generalidad integradora de conceptos, consideramos que no debe dejarse a
un lado.

La Geometria Plana y Geometria Sélida son, a su vez, un excelente campo de entrenamien-
to del razonamiento deductivo e inductivo, y provee herramientas para hacer calculos rela-
cionados con figuras planas, lo cual es de suma utilidad para todo aquel estudiante que as-
pira a realizar con éxito sus estudios universitarios.

El nivel de profundidad de la exposicion de los temas y de los ejemplos se establecié pensando
en un curso de seis semanas. Ademads, se tuvo presente el hecho de que los estudiantes pu-
diesen estudiar el material por su cuenta. Asi, se optd por usar explicaciones claras, sin com-
plicaciones innecesarias y sin sacrificar el rigor conceptual que es inherente a la matematica.

Como todo material didactico, este texto debera ser revisado periédicamente para eliminar
errores e introducir mejoras, en aras de poner a disposicién de los profesores y estudiantes
un valioso auxiliar para el desarrollo de cursos remediales preuniversitarios. Agradeceremos
que nos haga llegar sus comentarios y sugerencias; las puertas estdn abiertas.

Lic. Jorge H. Rodriguez M.
Licda. Vilma Ortiz de Jofre
Ingra. Dennisse E. de Sandoval

3L - B3

iSi

(ki



ecoy

[ Universidad Rafae! Landivar ——M8 ——————

ESTUDIANTE

Este texto fue disefiado para ser utilizado por aquellos estudiantes que deben reforzar sus co-
nocimientos de matematica antes de ingresar a la universidad. Los temas que incluye son:
Aritmética, Algebra, Teoria de Conjuntos, Geometria Plana y Geometria Sélida.

Para estudiar organizadamente se recomienda, en primer lugar, leer detenidamente la teoria,
hasta comprenderla. En segundo lugar, repasar los ejemplos hasta tener claro qué métodos,
técnicas, propiedades, etc., han sido utilizados. A continuacion, tratar de resolver los ejerci-
cios recomendados, en orden gradual de dificultad, tantos como sea necesario para llegar a
dominar el tema bajo estudio. Ademas, la atencién debe centrarse en un solo tema a la vez.

El estudio de la matemaética rinde mejores frutos si se lleva a cabo con interés y dedicacién
constantes, poniendo tanta atencion a los conceptos, definiciones y propiedades, como a la
resolucién de ejercicios. Un error muy comun consiste en tratar de resolver ejercicios sin ha-
ber leido antes la teoria; al proceder de esa forma es muy probable que se dejen ejercicios
sin resolver y, finalmente, se llegue a experimentar un sentimiento de frustracién hacia la ma-
temaética.

Claro esté4, si se considera necesario, conviene leer de nuevo la teoria y los ejemplos. Algu-
nos temas se comprenden bien con una sola lectura, pero habra otros a los cuales sea indis-
pensable dedicarles tiempo para leerlos dos o méas veces. Es muy importante no darse por
vencido al primer intento.

Sin embargo, algunas dudas pueden persistir aun después de leer varias veces la teoria y de
resolver ejercicios. En esos casos, se sugiere al estudiante consultar las dudas a su profesor,
sin dejar transcurrir mucho tiempo desde que éstas surgieron.

Ahora que usted tiene claro el método de estudio que produce mejores resultados, le invitamos
a aplicarlo para aprender el contenido de este texto, con entusiasmo y dedicacion.

Si usted se pregunta si es posible entusiasmarse estudiando matemaética, le recomendamos
leer con atencion lo siguiente:

“Por tener tan alto valor para el desarrollo de la inteligencia y el raciocinio,
la Matemadtica es uno de los caminos mads seguros para llevar al hombre a
sentir el poder del pensamiento y la magia del espiritu. La Matematica es,
en fin, una de las verdades eternas, y, como tal, lleva a la elevacion del
espiritu, a la misma elevacién que sentimos al contemplar los grandes
espectdculos de la naturaleza...”

El Hombre que Calculaba. Malba Tahan. Bagdad, 1321

Lic. Jorge H. Rodriguez M.
Licda. Vilma Ortiz de Jofre
Ingra. Dennisse de Sandoval
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1.1 LosNimeros Yy lanumeracion. Los nimeros son ideas abstractas. Por ejemplo,

la idea que se nos viene a la mente al contestar la pregunta " ;cuantos?"
es un numero.
Los simbolos que usamos para representar o nombrar un nimero se llaman
numerales. Simbolos tales como 4, 8, XVI'y 3/4 son numerales. En la arit-
mética, asi como en el algebra, se utilizan simbolos que representan niime-
ros para hacer computos y resolver problemas.

A continuacion aparecen algunos conceptos que ayudan a la comprension
de la numeracion.

a) Numerales Comunes: Un ejemplo de un numeral comdn es 3742.
La forma desarrollada del numeral 3742 se encuentra de la siguientes

manera:
3.7 4 2
nombra nombra nombra nombra
3000 700 40 2
w A 4 A 4 w
3000 + 700 + 40 + 2

Ejemplo 1. Escriba el numeral comun equivalente
a 2000 + 500 + 70 + 5

El numeral comun es 2575.

Cuando aparecen ceros, la forma desarrollada es mas corta.

Ejemplo 2. Escriba en forma desarrollada el numeral 7091.
7091 = 7000 + 90 + 1

Ejemplo 3. Escriba el numeral comin para 7000 + 4.
El numeral comun es 7004.




4 Universidad Rafae
b) Nombres: "Tres", "doscientos uno" y "cuarenta y dos" son nombres
de numeros.
Ejemplos: Escriba los nombres de 42y 76.
cuarenta y dos
setenta y seis

Una tabla con los valores de los distintos lugares puede ser Gtil para en-
contrar los nombres de los nimeros. Cada grupo de tres digitos se llama

periodo.
Miles de
Millones Millones Miles Unidades
8 v O T v O T v O T v O
c © c © c © c ®
2§52 | £ 8 | 858 £5 %
S & B c o 2 c o 2 c o ©°
[5) [«B) [ [5) ) [ [5) (D) [ [5) D) [
VO aO O O O DO O A O U a8od
4 6, 6 2 5, 3 1 4, 7 3 2
miles de millones miles unidades
millones
o millardos

El nombre de 46, 625 , 314, 732 es cuarenta y seis mil, seiscientos veinti-
cinco millones, trescientos catorce mil, setecientos treinta y dos.

Ejemplo  Escriba el numeral comun equivalente a quinientos seis millo-
nes, trescientos cuarenta y cinco mil doscientos doce.

El numeral es 506, 345, 212.
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12  Nameros naturales.

Existen varios tipos de niumeros. Los nimeros que usamos para con-
tar se llaman numeros naturales. Ellosson O, 1,2, 3,4,5,6,7,8,y
asi sucesivamente.

1.2.1 Adicion de numeros naturales.
La adicién se explica mediante la operacién de contar. La suma 3 +
4 puede encontrarse contando una coleccion de 3 objetos y otra co-
leccion separada de 4 objetos, juntadndolos y luego contando todos
los objetos

Los niimeros que se van a sumar se llaman términos o sumandos.

3 + 4 = 7
A A A
sumando sumando suma

Para sumar nimeros grandes, podemos sumar primero las unidades, luego
las decenas, a continuacion las centenas y asi sucesivamente.

Forma abreviada Forma desarrollada
5722 5000 + 700 +20 + 2
+ 3234 3000 + 200+ 30 + 4
8956 8000 + 900 +50 + 6
= 8956

Se recomienda al estudiante efectuar el siguiente caso como ejercicio, en
forma abreviada y en forma desarrollada.

5493
+ 3234




Temas e Matematica - Preuniversitaria

Universidad Ratfael Landivar

La adicién de nimeros naturales satisface las siguientes propiedades:

a)

b)

Propiedad asociativa de la adicion. Para sumar tres o mas nameros,
podemos agruparlos de manera que se sumen dos a la vez. Considere:
2 + (3 +6). El paréntesis indica cudl de las sumas se efecttia primero.

Entonces, 2+ @B + 6) =

2 + 9 = 11
también, 2+3) +6 =5 + 6

= 11

Obsérvese que ambas formas de agrupamiento conducen al mismo re-
sultado. Esta propiedad se conoce como la Ley asociativa de la adicion
y se enuncia:

Dados los nimeros naturalesa, byc, a+(b +c) = (a + b)+ c.

Propiedad conmutativa de la adicién. Dados los nimeros naturales
ay b,
a+b=>b+a
Ejemplo: 3 +2=2+3

Sustraccion de numeros naturales.
En la sustraccion comenzamos con dos nimeros y obtenemos un ter-
cero llamado resta o diferencia.

La adicién y la sustraccién son operaciones relacionadas como se muestra
a continuacion. Paralasuma3 +2 =5

@ @ @ + @ @ =@ @ @ @ @

hay una sustraccion relacionada 5 -2 =3

@ @ @ @ @ - @ @ =@ @ @

Compare que encontrar una diferencia equivale a hallar un sumando que

falta, o sea,

Diferencia Sumando que falta
v — Vv

12-3=n 12=n+3
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Para restar niumeros grandes podemos restar primero las unidades, luego
las decenas, a continuacion las centenas y asi sucesivamente.

Forma abreviada Forma desarrollada

5787 5000 + 700 + 80 + 7
- 3214 menos 3000 + 200 + 10 + 4
2573 2000 + 500 + 70 + 3

= 2573

Efectlie la resta siguiente, en forma abreviada y en forma desarrollada.

37
- 18

Note que no es posible restar 8 de 7 porque no existe un nimero natural
ntalque 7-8=n,67 =n+8. Sin embargo, si escribimos 37 como 20 +
17, ahora existe un n tal que 17 — 8 = n. Compare la forma abreviada con
la forma desarrollada.

Forma desarrollada Forma abreviada
30 + 7 20 + 17 37
10 + 8 10 + 8 - 18
10 + 9 19

1.2.3 Multiplicaciéon de nimeros naturales.
En la multiplicacién empezamos con dos nimeros llamados factores
y obtenemos un tercer nimero, llamado producto. La multiplicacion
se puede explicar mediante la operacion de contar. El producto 3 x 5
puede encontrarse contando 3 colecciones de 5 objetos cada una co-
mo si fuera una sola coleccion.

HiN2Lg - BINCMAILH 9D SLWSL

@ @@ e @ g

@ @ @ @ @ =

@ @ @ @ @ =

3 x 5 = 15 :
factor factor pr;Bucto

También se puede considerar la multiplicacién como una suma repetida:
3x56=5+5+5=15
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Entre las propiedades de la multiplicacién, encontramos:

a) Multiplicacion por cero.
Para cualquier nimero natural n, nx 0 =0 x n = 0. El producto de ce-

ro por cualquier nimero es cero.
Ejemplo: 4x0=0+0+0+0=0
b) Multiplicacion por 1.
Para cualquier nimero natural n, nx1=1xn=n,
La multiplicacién de 1 por cualquier nimero natural da ese mismo nu-

mero. El nimero 1 recibe el nombre de elemento identidad o elemen-
to neutro de la multiplicacion.

c) Asociatividad de la multiplicacion. Para multiplicar tres nimeros pode-
mos agruparlos de manera que los multipliquemos de dos en dos. Con-
sidere 2 x (3 x4) y (2 x3)x4. Los paréntesis indican nuevamente qué
se debe hacer primero

2 x(Bx4)=2x12=24 : 2x3)x4=6x4=24
Observe que. con ambas formas de agrupamiento se obtiene el mismo
resultado. Esta propiedad se conoce como asociatividad de la multipli-
cacion y se enuncia:

Dados los niumeros naturales a,by ¢, a x (bxc) = ( axb)xc.
d) Conmutatividad. Si a y b son nimeros naturales, a x b = b X a.

Ejemplo: 5x7 =7 x5

e) Distributividad de la multiplicacion respecto de la adicién. En el caso
de la operacion 2 x (3 + 5) hay dos maneras de obtener el resultado:

Forma1: 2x(3+5)=2x8=16
Observe que primero sumamos y luego multiplicamos.

Forma2: 2x@3+5)=2x3)+(2x5)
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Note cémo se distribuye el factor 2, multiplicando a los sumandos 3 y 5.
La distributividad de la multiplicacién sobre la adicién, se enuncia:

Dados nuimeros naturales cualesquiera a, b y c,
ax (b +c) =axb + axc.

Como una aplicacion de esta propiedad, considere 2 x 47. La forma desa-
rrollada de 47 es 40 + 7, entonces:

Forma de productos parciales

2x47 =2x(40+7) 47

= (2x40) + (2x7) x 2

=80 + 14 > 14 (2x7)
80 (2x40)

= 94 94

1.2.4 Division (cociente) de nimeros naturales.
Para cada suma hay una resta relacionada y viceversa. Para cada mul-
tiplicacién hay una divisién relacionada y viceversa. En la divisién divi-
dimos un ndmero llamado dividendo, entre un segundo nimero llama-
do divisor, para obtener un tercer nimero llamado cociente. Cuando la
divisién no es exacta, aparece otro nimero llamado residuo o resto.

Ejemplos: 12 +2=6 (12 =i2 X 6)
56 +8=7 (56 =8x7)

En la division usamos los siguientes términos:

7 o 5\ ) \
Dividendo Divisor Cociente

4 =-—— (ociente

Divisor —— 5 20

Dividendo

Nota: El término cociente también se usa para referirse a la operacion division.
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Las siguientes propiedades se cumplen para el cociente de numero
naturales:

a)

b)

1)

Division por 1. Observe que 3 +1 =3 porque 3 =1 x 3.
Si n es un ndmero natural, n/ 1 =n + 1 = n (cualquier nimero natu-
ral dividido por 1 es ese mismo numero).

Division por cero. ;Por qué no se puede dividir por 0?.

Considere un nimero natural @ # 0. Al intentar dividir por cero, ocurri-
ria lo siguiente:

a+0=n,quesignifca a=0xn=0 6 a=0 | FALSO!
Note que se llegd a una contradiccién: a# 0y a = 0.
Si a = 0, y existiese para la operacién 0 + 0 un resultado, digamos

0 + 0 = n, que significa 0 = 0 x n, siendo n un nimero natural, tendria-
mos, por ejemplo:

8 que significa0=0x 8
3 que significa 0= 0 x 3>!C|ERTO!
17 que significa 0= 0 x 17

Es conveniente recordar que el resultado de cualquier operacién bien de-
finida es tnico. Asi, no hay un Gnico nimero que resulte de operar O en-
tre 0. Lo anterior nos muestra que la division 0 + O no tiene significado.

o O O

=0
=0
=0

NUNCA SE DIVIDE POR CERO
Es importante considerar también los siguientes casos:
Division de cero por otros nimeros. Busquemos un ejemplo:

0 + 3 = 0 porque O = 3 x 0. Para cualquier nimero natural n mayor
que cero,0 +n=0/n=0.
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2) Division de un numero por si mismo. Veamos algunos ejem plos
3+3=1porque3=3X%X1; 34=34="1porque 34 =34x1

Para cualquier nimero natural n mayor que cero, n + n = 1.

3) Divisién con residuo. Considere la division 18 + 9.

18 + 9 = 2 porque 18 = 9 x 2. Podriamos restar 9 de 18.

18
-9
9 2 veces 9en 18

. 9—"
0

Ahora consideremos la division 19 + 9. A continuacién se da un enun-
ciado equivalente: 19 =9 x n. ¢ Es posible encontrar un nimero natu-
ral n tal que 19 =9 x n?. Piense en la resta.

Podemos preguntar: ¢ Cuantas veces contiene 19 a 9?.

Verificacion:
19

-9 19=9%x2+1
_ﬁ

10 2 veces9en 19
9 —

1 «=——residuo o resto
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Ndmeros enteros.

La recta numérica.

Los numeros llamados enteros incluyen a los nimeros naturales.
Extendemos los naturales a los enteros agregando niumeros negativos.

Los numeros positivos y negativos se usan para describir situaciones que
son opuestas entre si, como ganancias y pérdidas, temperaturas sobre y
bajo cero o puntos ganados y perdidos. Para explicar este tipo de nimeros
utilizaremos la llamada recta numérica, que se ilustra a continuacion:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
- | | | | | | | o

Los nuevos nimeros son aquellos que aparecen a la izquierda del 0. Por
ejemplo, el entero 4 se lee cuatro positivo o cuatro. El entero —4 se lee
como cuatro negativo o menos cuatro. Decimos que un entero es mayor
que otro si se encuentra a la derecha de éste.

Operaciones con enteros.

1.3.2.1 Adicion de enteros.

Para explicar la adicién de enteros, usamos la recta numérica. Para sumar
dos numeros enteros a y b, se escribe a + b, y comenzamos en a para
desplazamos una distancia b, segun b es positiva o negativa.

Ejemplos: En el caso que b menor que 0, tenemos:
Sia=2y b=-3, 2 + (-3) = -1

Empezamos en 2 y nos movemos 3 unidades a la izquierda.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
S | | | | | | e
Fin Inicio

En el caso que b mayor que 0, tenemos:
Sia=-3y b=4, -3 +4 =1

Empezamos en -3 y nos movemos en 3 unidades a su derecha.

P
r

-4 -3 ) -1 0 1 2 3
- | | | | | | .
Inicio Fin
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1.3.2.1.1 Simétrico aditivo.
Dado un entero a, su simétrico aditivo es el entero —g, tal que a + (-a) = 0.
Observe que a y —a se encuentran a la misma distancia de O en la recta
numérica.

Observaciones:
* Si a es mayorque 0, entonces -a es menor que O.
* Si a esmenorque 0, entonces - a es mayor que O.
e -(-a) =a

Ejemplos:
12 mayor que O, - 12 menor que O

-12 menor que 0, -(-12) mayor que O
= =2} = 12

1.3.2.2 Sustraccion o resta de enteros.
La sustraccion de dos nimeros enteros a y b, se escribe a — b, y se define
como a + (-b).
3-2 = 3+(-2)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
| | | | | | | | .

- T T T T T T

Fin Inicio

(restar 2 es lo mismo que sumar -2)

-(-2)=14+2
-4 -3 2 -1 0 1 2 3
- | | | | | | >
Inicio Fin

(restar -2 es lo mismo que sumar 2)

En resumen:
Para restar un entero, sume su simétrico aditivo.
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1.3.2.3  Multiplicacion de enteros.
Podemos usar la adicién varias veces para establecer si el resultado de mul-
tiplicar dos numeros es positivo 6 negativo.

Ejemplos:
3(-4) = (-4) + (-4) + (-4) = -12

Se concluye que el producto de un entero positivo por un entero negati-
Vo, es negativo.

Dado que 3 (-4)
-3(-4)

-12, se sigue que
12

El resultado anterior se apoya en el hecho de que -3 es el inverso aditivo
de 3.

Por ultimo, recordemos que 3(4) = 12.

En resumen:
* El producto de dos enteros positivos es positivo.
 El producto de dos enteros negativos es positivo.
e . El producto de un entero negativo y uno positivo es negativo.

= Nota: A partir de este punto se usaran, indistintamente, las siguientes con-
= venciones para indicar un producto:

axb = (a)b) = alb) = (@b = a.b = ab

A continuacion aparecen las propiedades bésicas de las operaciones ante-
riormente presentadas:

a) Propiedades del idéntico . Para todo entero aq,
a+0 =0+a =a axl=1xa=a
------ : b) Propiedad Conmutativa. Para cualeéq uiera enteros ay b,
' a+b=b+a axb=bxa
c) Propiedad Asociativa. Para cualesquiera enteros a, b y c,

(a+b)+c=a+b+0 (@axb)yxc=axbxc)
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d) Propiedad Distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion.
Para cualesquiera enterosa, by ¢

alb+c)=ab+ac

Como se observa, las propiedades de las operaciones con nimeros natu-
rales también son ciertas para las operaciones con enteros.

1.3.2.4 Division de enteros.
Se puede usar la relacién entre la multiplicacién y la division para encontrar
el cociente de dos enteros.

;"producto producto factor factor

¢ 24 5 a4 o 6

ol L 24 2 6 = 4
24 - 24 + -6 = 4

1]
N

Por tanto:
e E cociente de dos enteros positivos es positivo.
* H cociente de dos enteros negativos es positivo.
e El cociente de un entero negativo y uno positivo es negativo.

Ademas, en los enteros, igual que en los naturales, la divisién entre cero no
esta definida.

1.3.3 Jerarquia de las operaciones.
Con frecuencia se deberd evaluar expresiones que constan de multiples
operaciones entre nidmeros enteros, es decir, sumas, restas, productos o
cocientes. Para encontrar el resultado se debe seguir el orden de las opera-
ciones que se indica a continuacion.

Cuando en una expresion formada con nimeros enteros haya mas de dos
operaciones indicadas, y si no hay simbolos de agrupacion, se deben cal-
cular primero los productos y los cocientes, seguidos de las sumas y restas.

[SIAR{UNIL - CINBIAILH P SEUIB]

T8

Ejemplo: 3+4x2-25+ 5=3+8-5=11-5
6 en caso de sumar primero 8 — 5 el resultado serd 3 + 3

6
6

Si todas son multiplicaciones o divisiones, se operan de izquierda a derecha.
Ejemplo: 12+4x3=3x3=9
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En ciertas ocasiones una expresion incluye simbolos de agrupacion:
paréntesis: (), corchetes: [ ], o llaves: { }. Se acostumbra usar llaves como
el simbolo mas externo, corchetes como intermedio, y paréntesis como el
mas interno: { [ ( ) 1 }

La forma correcta de operar en tales casos es de "adentro" hacia "afuera".

Ejemplo:
4-{3+2(-5-4G)1}
= 4-3+2[-5-20}" Se opera la multiplicacién por la jerarquia
= 4-(3+2[-25]}/ Se suma dentro del corchete

= 4-{3-50} . Se opera la multiplicacion por la jerarquia
= 4-{-47} Se opera dentro de las llaves

= 4+47 Simétrico aditivo

= 51

1.3.4 Factores Primos.

1.3.4.1 Factores de un nimero.
Sia, b ycsonnumeros enteros,y a x b = ¢, entonces decimos que a y
b son factores de c.

Ejemplo:
2 x 3 x 5 = 30, entonces se dice que 2, 3 y 5 son factores de 30.

Los niimeros enteros que tienen a 2 como factor se llaman pares, los que
no lo tienen como factor, impares.

1.3.4.2 Numeros Primos.
A cualquier nimero entero mayor que 1 que tenga exactamente dos fac-
tores, 1 y él mismo, se le llama niamero primo.

De acuerdo a lo anterior, los nimeros primos son:
Z, 3 5, 7; 11 18; 7, 19, ..

1.3.4.3 Factores primos.
Un numero entero se considera completamente factorizado cuando se
expresa como un producto de tnicamente nimeros primos.
Por ejemplo, 24 se puede factorizar de varias formas como lo muestra el
siguiente arbol de factores:

24
N
6 4

/ \ / \

3 2 2

2 Factorizacién completa

Factorizacién incompleta
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1.3.6

Se deja al estudiante encontrar la factorizacién prima de 60, 40 y 54 e
investigar algiin procedimiento que le permita hacerlo sistematicamente.

Divisores y multiplos.

Se dice que el entero b es un multiplo del entero a si b + a es exacta.

Los multiplos de un nimero se pueden encontrar multiplicando el nimero
por 1,2, 3, 4, etc.

Ejemplo: 1 x 2 = 2, 2 X 2 = 4, 3 x 2
asi, 2, 4, 6, ... son mltiplos de 2.

I
o

Notese que el producto de dos nimeros enteros diferentes de cero es un
multiplo de cada uno de ellos.

Se dice que un nimero entero es divisible entre otro si al dividirlo entre
este nimero, el cociente es un nimero entero y el residuo es cero.

Ejemplo: 21 es divisible entre 3 porque 21 + 3 da como cociente
7 y residuo 0.

Ademéds 21 = 3x7 ; 3y7sellaman factores de 21.
Maximo comun divisor.
El maximo comdn divisor (MCD) de dos nimeros enteros es el mayor
nimero entero que los divide exactamente.
Ejemplo: Hallar el maximo comun divisor de 24 y 30.
Divisores de 24 Divisores de 30
1,2,3,4,6,8, 12,24 1,2,3,5,6,10, 15, 30
Divisores comunes de 24 y 30
1,2,3,6

Maximo comun divisor de 24y 30 es 6
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El procedimiento para encontrar el MCD de dos nimeros es el siguiente:
a) Encuentre los divisores de cada uno de ellos.

b) Determine los divisores comunes

c) Seleccione el mayor divisor comin

Nota: Este procedimiento puede ser empleado auin cuando se trate de mas
de 2 ndameros.

1.3.7 Minimo comiin miltiplo.
El minimo comun multiplo (mcm) de dos nimeros enteros es el menor de
los multiplos comunes.

Ejemplos: -

Obtenga el mem de 6y 8.

Multiplos de 6: 6,12, 18, 24, 30, 36, ... 48,.. 72,....
Muiltiplos de 8 : 8, 16, 24,32, 40, 48,...,72,...
Multiplos comunes de 6 y 8: 24, 48,72,...

mcm de 6y 8 es24

Una alternativa para encontrar el mem de dos nimeros consiste en hallar
la factorizacion prima de cada uno de ellos.

Por ejemplo la factorizacion prima de 6 es 3x2, la factorizacion prima de 8
es 2X2x2, 3 es un factor primo solo de 6, se llama factor no comdn, 2 es
un factor comdn a ambos, pero en 8 aparece 3 veces, entonces formamos
el producto:

2 X2 %2 X3

donde se tomé el factor no comun las veces que aparecié y el comun el
mayor numero de veces que se encontro.

&=
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mcm de 6y 8 es 24
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Fracciones y fracciones equivalentes.

El simbolo a / b, donde a 'y b son nimeros naturales y b no igual a cero,
se llama fraccién. El ndmero a recibe el nombre de numerador; el nimero
b es el denominador.

Aquellas fracciones que representan la misma cantidad se llaman fraccio-
nes equivalentes.

1/4
Observe que 3/4 = 3x2/4x2 = 6/8

y 6:2/8+2 = 3/4
Propiedad de las fracciones equivalentes:
Si se multiplica o divide el numerador y el denominador de una fraccién por
el mismo entero diferente de cero, se obtiene una fracciéon equivalente.
Para los nimeros a,b y ¢ ( by c diferentes de cero)
alc = axcl/bxc y alb = a+c/b+c
dondea+c y b+ c sonndmeros naturales.
Se dice que una fraccién esta en su minima expresion cuando el tnico divisor
comun del numerador y del denominador es 1. Una manera de reducir una
fraccion a su minima expresién consiste en dividir el numerador y el denomi-
nador entre su maximo comun divisor. Otra es obtener la factorizacién en pri-
mos de numerador y denominador, y cancelar los factores comunes.

Ejemplo:  Reducir a su minima expresion: 24 / 36.

Método 1:
24/36 = 24+12/36+12 = 2/3

El MCD de 24 y 36 es 12. Se dividi6 numerador y
denominador entre 12.

HMIBHIAISHE ap selia]

%
¥

finaid- 8

2]
3

BLBISIeA



1.4.2

143

Universidad Rafael Landivar

Método 2:
Factorice 24 y 36 en primos y cancele factores comunes.

24 /36 = 2x2x2x3/2x2x3x3 = 2/3.

Fracciones propias e impropias.

Una fraccidn propia se da cuando el numerador es menor que el denomi-
nador. Si su numerador es mayor o igual que su denominador, entonces es
una fraccion impropia.

Por ejemplo, 4/5 es una fraccién propia, mientras que 5/4 es una fraccion
impropia. |

Dado que una fraccién impropia representa una cantidad mayor que la uni-
dad, siempre puede escribirse en forma de un entero y una fraccion, en es-
te caso recibe el nombre de numeral mixto.

Ejemplos: 1) 5/ 4 es lo mismo que el nimero mixto 1 /4
574 = 1Y,
2) Escriba 19 / 7 como numero mixto.

2
7119 1977 = 235

14

5

Observe que en la respuesta se escribe el cociente en forma entero y co-
mo fraccion propia el residuo entre el divisor.

Definicion de nimero racional.
Un nimero que se puede expresar como fraccion de la forma a / b, don-
de ay b son enteros y b no es igual a cero, se llama niimero racional.

Ejemplos: 3/5, -4/7, 45/7

Se deja al estudiante explicar por qué -5, 0, 2 y todos los demas enteros
son también numeros racionales.

Cada numero racional corresponde a una lista de fracciones equivalentes .
Por ejemplo, en la lista 2/3, 4/6, 6/9, 8/12, ...

cada fraccién nombra el mismo ndmero racional .
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14.4

El simétrico aditivo de un nimero racional negativo es un ndmero racional
positivo. El simétrico aditivo de un racional positivo es un racional negati-
vo. Existen tres formas para escribir un nimero racional negativo, por
ejemplo, el simétrico aditivo de 3/5 se puede representar como:

2 RPN |
55 5

Como se observd, el signo menos puede preceder a la fraccién completa,
al numerador o al denomimador.

Operaciones con numeros racionales.
Con numeros racionales se utilizan las mismas operaciones que con nime-
ros enteros.

1.4.4.1 Adicion y sustraccién con denominadores iguales

La siguiente recta numérica sugiere que a(1/b) =a/b cuando b no es igual
a cero.

1/5 + 1/5 + 1/5 = 3 (1/5) = %

-] L | |
L I I I

0 3/5 1

>

Se puede aprovechar esto a fin de explicar un método que sirve para su-
mar y restar nimeros racionales con denominadores iguales.

-2/5 + 4/5 = -2(1/5) + 4(1/5) = (-2 +4)(1/5) = 2/5
Para los enteros a, b y c, con c noigual a cero,

1) a/c + b/lc = (a+b)c

2) alc - b/c (a —b)c

1.4.4.2 Adicién y sustraccion con denominadores diferentes.

Considere la siguiente situacién: Si una persona aumenté su peso 5/8 de
libra una semana y 2/3 de libra la semana siguiente, dicha persona puede
sumar 5/8 y 2/3 para encontrar el total del aumento de peso en las dos
semanas.

: BUBHISIGRURGI] - COHCILATEH o) STilig]
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Para sumar o restar nimeros racionales con denominadores diferentes, pri-
mero los transformamos en fracciones equivalentes con denominadores
iguales. Este suele ser el minimo comdn mdltiplo de los denominadores, lla-
mado minimo comdn denominador. Sumamos o restamos los numerado-
res, y escribimos la suma o la resta sobre el denominador comdn.

Ejemplos:

1)

2)

Sumar y reducir a la minima expresion: 5/8 + 2/3.

Como el minimo comtn mdaltiplo de 8 y 3 es 24,

5/8 + 2/3 = 15/24 + 16/24 = (15 +16)/24 = 31/24
Restar y reducir a la minima expresion la diferencia: - 5/6 - 1/2
Como el minimo comin mdltiplo de 6 y 2 es 6,

-5/6 - 1/2 = -5/6-3/6 = (-5-3)/6 = -8/6 = -4/3

1.4.4.3 Multiplicacion de nimeros racionales.
A continuacion se presenta el diagrama de un auditorio, en el cual la seccion
del frente contiene 1/2 del total de asientos, la seccion de la izquierda con-
tiene 1/3 del total de asientos, por lo tanto la seccién frontal izquierda
contiene 1/2 de 1/3, o0 1/6 del total de asientos.

£
®

s

= Atrds izquierda Atrds centro Atrés derecha

& Frente izquierda Frente centro Frente derecha

a=

% Esto indica que para los enteros a y b, donde a y b son distintos de cero,
= (1/b)(1/b) = 1/ab.

Ejemplo:

(2/3)374) = 2)(1/3)(3)(1/4) = (2)B)(1/3)(1/4) = 6(1/12)

A T 20

= 6/M2 = 1/2
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Regla:
Para cualquier par de niimeros racionales a/b y ¢/d ,conb y ¢ distintos
de cero, (a/b)(c/d) = ac/bd.
1.4.4.4 Division de ntimeros racionales.
Dos numeros se llaman inversos multiplicativos o simplemente inversos
uno del otro si su producto es 1.
El inverso multiplicativo de 3 es 1/3, ya que 3(1/3) = 1.
El inverso multiplicativo de -=3/4 es -4/3, ya que (-3/4)(-4/3) = 1.

Esta propiedad puede enunciarse asi:

Para todo numero racional a/b , a y b distintos de cero,
(a/b)b/a) = (bl/a) (a/b) = 1.

Podemos usar esta propiedad y desarrollar una regla para dividir dos nu-
meros racionales.

(4/5) = (2/3) = (4/5)/(2/3) (a/b) + (c/d) es lo mismo
que (a/b)/(c/d)
(4/5) + (2/3) = (4/5)(3/2)/(2/3)(3/2) alb = ac/ be

(4/5) =+ (2/3) = (4/5)(3/2)/1 propiedad inversa de la
multiplicacion

(4/5) + (2/3) = (4/5)(3/2) =12/10=6/5

En resumen, para dividir entre un nimero racional, se multiplica por su in-
verso. En simbolos, (a/b) + (c/d) = (a/b)(d/c)

Nota:

Se recomienda investigar las propiedades de las operaciones vistas con
nimeros racionales y compare con las de los nimeros naturales y
enteros.
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19 Cdlculo de porcentajes.

1.5.1 Razdn.
La comparaciéon por division de un numero con otro se llama razén.
Por ejemplo, la razén entre los instrumentos de percusion y los de metal
en una orquesta es de catorce a once. Esta razén se escribe en la forma
14 /11, 1411 6 14 a 11.
Una razdn estd en su minima expresion cuando el tGnico factor comdn de
los dos nimeros que se comparan es 1.

Ejemplo:  Reducir la razén 18/15 a su minima expresion:
18/15 = 6/5 (se dividen 18 y 15 entre 3, el MCD)

1.5.2 Por ciento.
La razén de un nimero a 100 se llama por ciento. Las palabras "por cien-
to" significan por cada cien y se representan con el signo %. Se puede
escribir un por ciento en forma de fraccion.
Ejemplo:
Escribir 68% en forma de fracciéon en su minima expresion.

68% = 68/100 = 17 /25

Se deja al estudiante escribir 12 1/ 2 % en forma de fraccién en su mi-
nima expresion.

16  Representacion decimal de un nimero racional.

1.6.1 Los decimales y el valor posicional.
En el sistema decimal, los nimeros se representan usando los digitos del O
al 9 y agrupandolos en decenas. El valor de cada digito en un decimal de-
pende de su posicién. El siguiente cuadro muestra los nombres de los va-
lores posicionales para los decimales 24.5 y 6.263.

svr millares  centenas  decenas unidad punto decimal  décimas  centésimas  milésimas
1000 100 10 1 1/10 1/100 1/1000
2 4 5
6 2 6 3
............ o> 22
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Ejemplos:
1) Escribir 3(100) + 1(10) + 3(1) + 4(1/10) + 7(1/100) en forma decimal.
Solucion: 313.47
2) Para escribir 25.5% en forma decimal se procede asi:
255% = 25,5/100 = 0.255
3) Para escribir 0.35 en forma de por ciento se procede asi:
035 = 35/100 = 35%.

1.6.2 Representacion decimal de un niimero racional.
Podemos escribir 3 / 8 en forma de decimal finito, 0.375, porque cuando
dividimos 3 entre 8 el proceso de division termina con residuo O; en otras
palabras es un decimal finito.
Un decimal periédico es aquel decimal con una cantidad de digitos que se
repiten sin fin.
Por ejemplo, 15/ 33 = 0.454545... = 0.45 La barra sobre el 45 indica la
cantidad de digitos que se repite, en este caso, dos digitos.
Un namero racional se puede expresar siempre como decimal finito o pe-
riodico.

1.6.3 Operaciones entre nimeros racionales en representacion decimal.

1.6.3.1 Suma y resta con decimales.
Para sumar y restar con decimales, se alinean los puntos decimales y se su-
ma o resta como con los nimeros naturales.
El punto decimal en la suma o diferencia se coloca en la linea de los otros
puntos decimales.

Ejemplos: 1) Sumar 21.83 + 22.81 + 22.93 + 21.12.

21.83
22.81
22.93
+ 21.12

88.69

2) Calcule la diferencia 56.314 - 17.78

56.314
- 17.780

38.534
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1.6.3.2 Multiplicacion con decimales.

Para multiplicar decimales, se procede como sigue:

a) Se multiplica como se hace con nimeros enteros.

b) Se coloca el punto decimal en el producto de manera que tenga el mis-
mo numero de cifras decimales que la suma de las cifras decimales en
los dos factores.

c) Se determina el signo del producto como en los nimeros enteros.

Ejemplo: Multiplicar 1.02 x (-0.36).

1.02 ( 2 cifras decimales)
x 036 ( 2 cifras decimales)
612
306
0.3672 (4 cifras decimales)

Como el producto de un nimero positivo y uno negativo es negativo, la
respuesta es — 0.3672.

1.6.3.3 Divisién con decimales.
Para dividir se realiza el siguiente procedimiento:
a) Se mueve el punto decimal el mismo nimero de lugares hacia la derecha en
el divisor y en el dividendo de manera que el divisor sea un nimero entero.
b) Se divide.
c) Se determina el signo como en el caso de los enteros.

5 Ejemplo: Efectuar 17.25 + 1.5
e

= 1.5
=

e 15 11725
B

% A5
k=] 22
g 15
= 75
as

= 75
2 i
£ 0
=

Ya que ambos son positivos el resultado es 11.5

Nota:

Para operar ndmeros en representacién decimal y nimeros enteros se pro-
cede de la misma forma anterior, considerando el niimero entero como uno
decimal con solo ceros como cifras decimales.

......... o 24

A
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1.6.4 Representacion de un decimal peridédico como fraccion.

Es posible expresar un decimal finito en forma de fraccion.
Por ejemplo, 1.235 = 1235 / 1000. Para escribir un decimal periédico en for-
ma de fraccién, se debe proceder como lo ilustran los siguientes ejemplos:

Escribir en forma de fraccién los siguientes nimeros:

1) 0.3; 203 ; 3) 1.23

Solucién: 1) Si el nimero es 0. 3 (periodo_ge un digito),
10 veces dicho nimero es 3. 3.

Al restar 3.33333... - 0.33333..., obtenemos 3,
que es nueve veces el nimero original , o sea:

9%x0.3 = 3,dedonde, 0.3=3/9=1/3.
2) Si el nimero es O. 36 (periodo de 2 digitos), 100 veces di-

cho niimero es 36. 36.
Al restar 36.3636... — 0.363636, se obtiene 36, que es 99

veces el nimero original, es decir:
99 x 0.363636... = 36, por lo tanto:

0.363636...=36/99 =4/ 11

3) Como tiene un periodo de un digito, pero le antecede un 2,
se procede asi:

12 33833} =
- 1.23333...
11.10000

Nueve veces el nimero es igual a 11.1, de manera que el
namero sera 11.1/9=111/90 =37 / 30.

En resumen, para escribir un decimal periddico en forma de fraccion, se

debe multiplicar por k veces 10, donde k es el nimero de digitos en la par-
te periddica.
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999008008 0206000C006000063 558587

Escriba los numerales siguientes en forma desarrollada.
1. 7898 2. 2009

En el numeral 328,227,542,398 ;En qué periodo se encuentra 5427.
Exprese en palabras el nombre de 22,301 ,7:19,204.

Escriba el numeral comdn para doscientos trece millones, ciento cinco mil,
trescientos veintinueve.

En el numeral 7,890,432, ;cudl digito nombra las decenas de miles?.
Sume, usando la forma abreviada.
8327
+ 1652
Complete.
4xQ20+30)=(4x ) + 4x ) = + =
Multiplique.
. 2344
x 7400

Encuentre el producto 7(-6)(-5)(-3)(-1)(-8)

10) Liste los nimeros primos menores que 25.
11) Haga un arbol de factores y hallar la factorizacién prima de150.

12) Encuentre el MCD de cada par de nimeros.

1. 30y 105 2. 90y 189 3. 144y 216

13) Encuentre el mcm de cada par de nimeros.

1.8y18 2.72y 84 3. 63y90

14) Encuentre la minima longitud entera que puede ser dividida en 16 partes

iguales o en 20 partes iguales.
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15) De dos fracciones equivalentes para cada figura.

D 7

16) Reduzca cada fraccion a su minima expresion.

1. 231/ 351 2. 88/ 121
3. 105 /126 4. 66/ 378

17) Escriba en forma de entero o como nimero mixto.
1.25/6 2. 91/11J
3. 80/ 16 4. 230/ 25

18) Escriba el inverso aditivo de 2 / 9 en tres formas distintas.

19) Sume o reste. Reduzca a la minima expresion.
1.3/8 +1/8 2.12/8 - (-4/8)
4 1/2 + 3/8 5. -4/9 + 2/3 - 4/9

20). Multiplique y reduzca a su minima expresion.

1. 2/5)5/12) (22-6/4x-3/5)

21) Divida y reduzca a su minima expresion.
1.1/4 +2/6 2.1/9 + (-4/3)

22) Escriba como fraccion en su minima expresion.
1. 45% 2. 8%

23) Escriba cada por ciento en forma decimal.
1. 90% 2. 1%

24) Escriba cada decimal en forma de por ciento.

1. 0.62 2. 0.015 3. 0.006

25) Escriba en forma imal.
1. 5/ 11 4/9 3. 27 /16

26) Escriba en forma de fraccion.

1. 1.225 2. 0.527 3. 0.41

3. -9/10 -(-9/10)

3. (-4/5)(1 34)

3.13/20 + 7/

3. 100%

3.3/4 %

4. 2.456

4. 23/ 40

10
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Los nimeros irracionales.
Al obtener algunas medidas de manera mas exacta hacemos uso de niime-
ros que no son enteros, como por ejemplo

4.25, 0329654, \/2 , T, 0.1001000100001..,

Algunos de estos nimeros se pueden expresar como cocientes de dos en-
teros y se les llama nameros racionales

425 = 425
100
329654

Pero, hay algunos otros que no tienen esta caracteristica. Asi, en
0.1001000100001... observamos que su parte decimal no es finita, pero
tampoco es periddica, ya que después de cada 1 hay un O mas que en el
bloque anterior, de manera que no podra expresarse como cociente de dos
enteros, por tanto no es racional. Lo mismo ocurre con 7= 3.141592654...,
\/3 = 1.41421356..., y con muchos otros.

Estos nimeros se llaman nidmeros irracionales, que significa "no son cocien-
tes o razones de enteros"; luego se puede también decir que un ndmero irra-
cional es el que no puede escribirse como razén o cociente de dos enteros.

Por su definicién es claro que no hay irracionales que sean racionales, ni ra-
cionales que sean irracionales.

La recta numérica y los nimeros reales.

Los numeros reales contienen a los nimeros racionales y a los ndmeros
irracionales. Es decir, bajo el nombre de reales se agrupan los racionales y
los irracionales.

lgual que los nimeros enteros y racionales se localizan sobre la recta
numérica, también podemos localizar a todos los nimeros irracionales. Por
ejemplo 0.1001000100001... se localiza entre 0.1 y 0.2 o para ser
mas exacto, entre 0.1001 y 0.1002, y de esta forma podemos ir logrando
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mayor exactitud. Aunque es trabajoso encontrar el punto justo donde se
ubica este nimero, debemos tener la certeza de que al igual que todo nu-
mero racional puede localizarse sobre la recta, también todo nimero irra-
cional puede ser localizado sobre la recta. Por tanto todo nimero real tie-
ne un punto sobre la recta que lo representa.

— —

I I I
b 0 a

Cada numero real positivo "a" puede representarse por un punto "a" uni-
dades a la derecha del cero y cada numero real negativo "6" por un pun-
to "b" unidades a la izquierda del cero. ;Sobraran puntos después de ha-
ber ubicado todos los nimeros reales? La respuesta es no; hay una relacién
uno a uno entre cada punto de la recta y cada numero real, es decir, hay
exactamente un punto de la recta para cada nimero real y exactamente un
numero real para cada punto de la recta.

El nimero que se asocia a un punto de la recta numérica se llama coorde-
nada del punto.

El siguiente diagrama muestra ciertas relaciones entre los nimeros. Siguiendo
el diagrama podemos ver lo siguiente: el nimero cero es un entero, es un ra-

. oo . 3 .
cional y es un real, pero no es irracional. El nimero 7 68 racional, que no

es entero, por tanto es real. El nimero -4 es entero negativo, por tanto no es
entero positivo, si es entero, es racional y por supuesto real.

Cero
Naturales
Enteros positivos
Enteros
Nameros Enteros negativos
racionales
Nameros Nameros racionales

Reales no enteros

Nameros irracionales

Ejercicio gransed
Indique a que nivel del diagrama se encuentra cada uno de los nimeros de
la siguiente lista.

3 -1 2
2,5,0,—. V3, V5 +1'?'V5
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2.1.3. Adicion, sustraccion, multiplicacion, division, y sus propiedades.
Se definen cuatro operaciones basicas entre cada par de niimeros reales:
adicion, sustraccion, multiplicacion y divisién. Sin embargo, podemos limi-
tarnos a dos operaciones: adicién y multiplicacién, ya que la sustraccién y
division se definen como suma y producto, respectivamente, como sigue:
Si tenemos a y b nimeros reales

La sustraccion a - b se define comoa - b =a + (-b)
La division a = b se definecomoa+~b=a x% : donde b es diferente de 0.
La expresion % se denota por b

Note que b debe ser diferente de cero, puesto que como se indic6 antes
la divisién por cero no esta definida.

Las operaciones adicién y multiplicaciéon de nimeros reales, cumplen con
las mismas propiedades que se encontraron antes para nimeros racionales.

A continuacién encuentra un resumen de estas propiedades:

Consideremos tres nimeros reales a, by ¢

PROPIEDAD ADICION MULTIPLICACION

CONMUTATIVA a+b=>b+a axb=bxXa

ASOCIATIVA a+b+c)=@+>b)+c ax(bxc)=(axb)xc
IDENTIDAD a+0=0+a=a ax1=1Xa=a
SIMETRICO a+(-a)=(¢a)+a=0 e

INVERSO  eeen bxb'=b"xb=

DISTRIBUTIVA ax(b+c)=axX b+axc

Los nimeros reales satisfacen también una propiedad en relacién a la multi-
plicacién por cero: El producto de cualquier nimero real a por cero es cero.
En simbolos:

ax0=0xa=0

S o= 30
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Ejercicio
Cite el nombre de la propiedad de los nimeros reales que hace verdadera
cada una de las siguientes expresiones:

2+3= 342
(-6)x(2%x(1/3))=((-6)x2)x(1/3)
c (\/3+3)+1=1+ (\/5+3)

d. 5xQ2+0)=5x2

e. 8x(-6 +-%—) =8x (-6) + 8 x (.%.)
f. 7+2dx1=7+2

g. 6+2x3=6+3x%x2

o ®

2.1.4. Larelacion de orden.
Si medimos la estatura de Pedro y Juan y obtenemos:
Estatura de Pedro: 1.70 metros ot e
Estatura de Juan: 1.55 metros 168 1.70
Decimos que Pedro es mas alto que Juan o bien la estatura de Pedro es ma-
yor que la de Juan.
Al medir la temperatura en dos lugares diferentes encontramos:
Temperatura en A: -1 et —
Temperatura en B: -4 -4 -1
Sabemos que la temperatura en B es menor que la de A

Como puede notar sobre la recta numérica los ndmeros siguen un orden,
los de la derecha son siempre mayores que los de la izquierda y los de la iz-
quierda menores que los de la derecha. Este orden se indica con dos sim-
bolos " >" y "<" llamados simbolos de desigualdad.

Se dice que a es menor que b, y se escribe a < b, si sobre la recta numéri-
ca a esta a la izquierda de b, como muestra la figura:

—_ 1 Il -
- 1 I Lol

4 A a<b

Asi la estatura de 1.55 es menor que la de 1.70, se escribe 1.55 < 1.70 grosss
La temperatura de -4 es menor que la de -1, se escribe —4 < -1. :

Pero también podemos decir que 1.70 es mayor que 1.55 y que -1 es ma-
yor que --4. Para indicar que a es mayor que b, se escribe a > b. Ahora po-
demos escribir, 1.70 >1.55 y 1> -4.
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De tal manera que, Si a es menor que b, también podemos decir que b es
mayor que a. Es decir, que las expresiones a < b y b > a, son equivalentes.

Estas expresiones se usan también para indicar cuando un nimero es posi-
tivo o negativo. Cualquier nimero positivo a se encuentra a la derecha del
cero, sobre la recta numérica, luego cumple la desigualdad a>0. De la mis-
ma forma un nimero negativo a cumple la desigualdad a>0.

Para dos numeros reales cualesquiera, a y b, pueden darse tres relaciones,
solamente una de las cuales sera vélida. Estas son:

a<b, a=b, a>b

Por ejemplo, si deseamos encontrar en un grupo de clase a todos los
alumnos que miden 1.70 metros, cada vez que medimos a uno de ellos po-
demos encontrar lo siguiente: mide mas de 1.70 (estatura mayor a 1.70),
mide menos de 1.70 (estatura menor a 1.70) o mide 1.70 (estatura igual
a 1.70)

nl i h I “ i “- II
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Consideremos los siguientes casos:

1. En un anuncio de periddico, solicitando un trabajador, dice que se ne-
cesita una persona no menor de 25 afios, entendemos que pueden as-
pirar al trabajo las personas mayores de 25 afios y los que tengan exac-
tamente 25; es decir pueden optar todos aquellos con edad mayor o
igual a 25 afios. Si a es la edad, podemos escribir a > 25.

2. En la carretera encontramos sefiales que dicen "velocidad maxima
70kms/hora". Usted estara dentro del limite indicado, si conduce a una
velocidad menor o igual a 70 kms/hora. Si v es la velocidad en kms/ho-
ra, esto se escribe v <70 kms/hora.

Estos ejemplos muestran la necesidad de otros dos simbolos que indican or-
den 2 y <

a2 bselee "a es mayor o igual que b"

a < bselee "aes menor oigual que b"
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2.1.5. Valor Absoluto.

Sobre la recta numérica podemos medir distancias al cero. Por ejemplo 5
dista 5 unidades del cero y -8 dista 8 unidades del cero. La distancia de un
nimero x al cero, se denota encerrando el nimero entre barras, |x| Yy se
lee valor absoluto de x. Asi la distancia de 5 al cero se escribe |5 , CUyo
valor es 5; la distancia de -8 al cero se escribe |8l y su valor es 8. Por tan-
to podemos escribir:

5] =5 y |8l =8

A
¥

T T = =< T
0 5 -8 0
5] |8l

Observe que al aplicarle el valor absoluto a un ntimero, el resultado es
siempre no negativo, como es de esperar, pues se trata de una distancia.
Esto permite deducir que si un nimero x es no negativo, x > O, entonces
su valor absoluto es el mismo nimero x. En simbolos si x > 0, entonces
x| = x. Si un ntimero x es negativo, x < 0, entonces su valor absoluto es
-X, que es positivo. En simbolos, si x < 0, entonces |x| = -X

El valor absoluto se usa también, de manera mas general, para indicar cual-
quier distancia entre dos puntos. Por ejemplo la distancia entre 5y 12 se
escribe 112 - 51 = 17| = 7. Pero esta distancia es igual si se mide de 12 a
5, por lo que I5-121 = |71 =7,

2.1.6. Intervalos en la recta numérica; distintas formas de representacion.

Para indicar a todos los niimeros reales comprendidos en un segmento de
la recta numérica se usan los intervalos. Por ejemplo las edades de las per-
sonas que asisten como estudiantes a la Universidad oscilan entre 15 y 55
anos, es un intervalo de edades. El punto inicial, 15, y el punto final, 55, se
llaman extremos.

A
Y

edades 15 55

2.1.6.1. Intervalos acotados.

Un intervalo se dice acotado cuando los extremos son conocidos. Segun si los
extremos estan incluidos o no, encontramos 4 tipos de intervalos: abiertos,
cuando no incluye los extremos; cerrados, cuando si los incluye, semiabiertos
por la derecha o semicerrados por la izquierda, cuando sélo se incluye el
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extremo de la izquierda, y semiabiertos por la izquierda o semicerrados por
la derecha, cuando solo se incluye el extremo de la derecha.

Los intervalos tienen su propia forma de escribirse y su representacion
grafica sobre la recta numérica. En ambos casos el paréntesis se usa para
indicar que el extremo no se incluye y los corchetes (paréntesis cuadrados)
para indicar que estd incluido el extremo.

A continuacién se muestran los cuatro tipos de intervalos y su representa-
cion gréfica.

Sean a y b numeros reales, tales que a < b.

INTERVALO NOTACION <Que INCLEYED GRAACA
Abierto (a,b) Todos los nimeros reales <—f >—>
entreay b. a b
Cerrado [a,b] Todos los ndmeros reales -fo i
entre a y b,incluidos a y b. a b
Semiabierto por (a,b] Todos los numeros reales -rp 31—
la izquierda entre a y b, incluido b. a b
Semiabierto por [a,b) Todos los nimeros reales <—+ )=
la derecha entre a y b, incluido a. a b
Ejemplos
1. (-2,7) intervalo abierto <—¢ y—»
-2 7

2. [3,9] intervalo cerrado «—f——m——3»
3 9

Temas de Matematica - Preuniversitaria

3. (0, 6] intervalo semiabierto por la izquierda o semicerrado por la
----- : derecha.

L.
\

| L.
1 o=

0 6

<

4. [-5, 5) intervalo semiabierto por la derecha o semicerrado por la
izquierda. ¢ N
-5 5

-
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2.1.6.2.Intervalos no acotados.

NOTACION

(a, + )

[a, + )

(~o0, @)

(-0, al

Se sabe que a cada numero real le corresponde un Unico punto sobre la
recta numérica, pero la recta numérica se extiende indefinidamente a de-
recha e izquierda, por lo que es imposible decir cudl es el primero y el dl-
timo punto de la recta. Lo mismo ocurre con los niimeros reales, a pesar de
su orden, no hay un primero, ni un ultimo. Se conviene en usar dos simbo-
los que indican esta ausencia de principio y fin, estos son + e, que indica
que la recta continda a la derecha y que se lee "mds infinito" y - e que in-
dica que continla hacia la izquierda y se lee "menos infinito" .

Estos simbolos, son muy Utiles en matematica para presentar la idea de que
no hay frontera, no hay fin, pero no hay que olvidar que son sélo simbo-
los, no representan cantidades numéricas, por tanto no pueden operarse
como los nimeros.

Una de las utilidades de estos simbolos es en los intervalos, en los que no
hay extremo superior o inferior. Por ejemplo, para representar a todos los
numero reales mayores que -9, o a todos los nimeros reales menores que
2. Estos intervalos se llaman no acotados.

A continuacién se muestran los casos tipicos de intervalos no acotados. No-
te que en los extremos donde aparece el signo + « 0 -0, siempre se deja
abierto puesto que no hay ultimo o primer término.

¢{QUE INCLUYE? GRAFICA

Todos los nimeros reales mayores que a. <

QA

Todos los nimeros reales mayores
o iguales que a a

A
[

Todos los nimeros reales menores que a. <

Y

(NS 7

Todos los nimeros reales menores
oiguales que a. =

Y

f-Y= =

Ejemplos
1. El intervalo (-9, +) se representa graficamente

—_ L =
- T —
-9

2. El intervalo (-e, 2] se representa graficamente

- [
- o

i |
4
2
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ssv¥senceze

Establezca si cada enunciado es cierto o falso. Justifique

V0. 00f N oy W) Fl WY =

- =
- O

=
N

-1 es un nimero entero

V7 es un namero real

0 es un numero racional

-19 VS es un namero irracional
V7 es un numero racional

-0.06 es un namero real.

0.5 es un entero.

0 es un entero.

-4 es un entero negativo

Todo entero es un nimero racional

Todo entero es un namero irracional

Todo namero racional es un nimero real

Indique en la siguiente tabla, con una cruz bajo la columna, si el ndmero de

la izquierda recibe el nombre que se indica en el encabezado de la tabla.

Natural Entero Entero Racional | Racional | Irracional Real
negativo no entero
-3
0
2/3
1
V5
V7
-1.67
-91/2
- 200
6.23
V9
Diga cuél es la propiedad que se muestra.
1. 34+2)=3@4+3(Q)
2. 5x4 = 4x5
3. 3+4=4+73
4, 1(8+3)=8+3
5. 8(4x7)=(8x4)7
6. 3+(4+8) =3+4)+8
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4)  Obtenga el resultado con la propiedad indicada.

1. 38+4) = Conmutatividad de la multiplicacién
2. 3+8)+4= Asociatividad de la adicion

3. 3(8+4)= Conmutatividad de la adicion

4. 3x8 4= Asociatividad de la multiplicacion

5. 3(8+4)= Distributividad

6. 7 x 1= Identidad de la multiplicacion

7. 3+ (-3)= Simétrico aditivo

8 4+0= Identidad para la adicién

9. 4 x1/4 = Inverso multiplicativo

5)  Inserte > 6 <, para formar un enunciado verdadero.

1. 2 . 3 2. 4 = -3
3. 3/5 45 4. -409 __  -53
5. -0006 __  -0.007 6. 5/3 35
7. =3 0 8. -7/8 __  -8/9
9. -780 -6 10. -355 -356

6) Liste los nimero de menor a mayor
1.6 2 -1, 3, 5
2..1/3, -1/2, -2, 3/5, -3/4

3. -21,-2,-24,/-28/, -/29/

7)  Utilice el valor absoluto para calcular la distancia entre cada par de nimeros

1. 4y 22 2.7y78
3. -51y -43 4. 3/4y 06
5.2y -2 6. 2y 2

8) Represente graficamente los siguientes intervalos

BUEHSISRIING ] - BIHIBIIIBH 8] SEUS

1. [-1, 3] 2. (0,5

3. (3,+) 4, (-0, -1]
5. (-2,5] 6. (-, -3)
7. [4,8) 8. (0, +0)
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2.2. Exponentesy Radicales.

2.2.1. Exponentes enteros.
Cuando encontramos un producto donde el mismo factor se repite varias

veces, como por ejemplo:
a.a.a..q

n veces
esto se escribe en forma abreviada como a* que se lee "a elevado a la
n" o "n-ésima potenciade a " o " a ala n-ésima potencia”.

El factor a es la base y n se llama exponente.

Ejemplos
1) 32=3x3 selee 3 elevado al exponente 2; 3 es la base y 2 el
exponente

2) (-5)* = (-5)(-5)(-5)(-5)  se lee -5 elevado al exponente 4; la base es
-5y el exponente 4

3) 2'=2 se lee 2 elevado al exponente 1; la base es 2 y el exponen-
te es 1.

4) x’=xxx seleex elevado al exponente 3; la base es x y el exponente 3

Para los exponentes 2 y 3 se acostumbra leerlos como:
a ... "a al cuadrado"

Si bien hemos definido las potencias para exponentes naturales diferentes
de cero, es posible hacerlo cuando n =0

a’ =1, para cualquier nimero real a diferente de cero.
Es decir, la potencia cero de cualquier nimero real diferente de cero es 1.

Temas tie Matematica  Preuniversitaria

------ ; También podemos extender las potencias a exponentes negativos con la si-
: guiente definicion

n

1 . , )
a' = — si a es un nimero real diferente de cero.

Con esta definicion queda establecido el significado de a" para cualquier
numero entero n y a un nimero real diferente de cero.
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Ejemplos:
y 1 1 1
1)2° = =i = —
) 2> 2x2x2 8
1
2) (-3)"' = = i
-3)’ 8
/I
Dxt=—
) X -

Considere las siguientes expresiones

1 1
4)? = =- =—
T e
472 = _1_ =- i
4" 16 Note que (-4)? no es igual a -4~

De igual forma:

(-3)"= (-3)(-3)(-3)(- 3) 81
-3*= (3x3x3x3) =-
Lo anterior sugiere que debemos ser muy cuidadosos con el uso de parén-
tesis, ya que se obtienen resultados diferentes.

2.2.2. Leyes de los exponentes.
Hay una serie de reglas o propiedades que cumplen los exponentes. Estas
se conocen como leyes de exponentes y es sencillo verificarlas usando las
definiciones anteriores.

Sean a y b numeros reales; m y n nimeros enteros
1. El producto de dos potencias con la misma base
am an = am+n
Esto ocurre puesto que a" = a.a..a m vecesy a' = a.a...a,

n veces, luego a” . a" = (a.a...a) !a.a...a) = a.a..a

mveces nveces m + nveces

Ejemplos
1 ) 34 33 34+3 37 y

2) 2 35 2 145 _ 24

3) 2.2t =772=7"=2
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2. La potencia de una potencia

(am)n - am.n
Lo anterior resulta de que (@")"=a"a"...a" , pero cadaa~ es a.a...a
— ——
h veces m veces

por tanto, en (am)" hay m veces n factores iguales a a.

Ejemplos
1) (53)—2 — 53 (2 _ 5—6
2 ((-2))°=(-2)*?=(-2)"
3) (y-Z)-4 — y-2 4 _ y8
3. La potencia de un producto
(a.b) = ar.b

NOTA: La comprobacion de este resultado y los siguientes se dejan como
ejercicios al lector.

Ejemplos
1) (5x4)?=5? .42

1,53 1}'3 5]'3
2) {TX?]-[T {?
3) (xy)’=xy’

4. El cociente de dos potencias con la misma base

m

% = a™  si a no es cero
Ejemplos
1) %z = 34-2 = 32
3
2) %3 =435 = 47 _%
3) w =Ki___w3-1___w2
w w
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5. La potencia de un cociente

(i ”_i”— sib no es cero
bl b’

Ejemplos
3PP 3
2 [A‘ 3
3 3 3
2) [_ %_]:[—5&] = (_5—23)— , note que el signo menos de la fraccion

se le dej6 al numerador, también puede dejarse en el denominador y se
tendria el siguiente resultado equivalente.

__2]3_ _L]3— 23
[5 ‘[-5 T -5

ul? u? u’ 1 1 v
3) [—] = ) =] 1 — 5 - 5 :_2

N

Estas leyes se usan para simplificar expresiones en las que aparecen varios
exponentes.

Ejemplos:
Simplificar la expresiéon dada

23 (_3)2 40

1) 24 (_3)1

3 2 40 3 2
2(3)y4 _ 2 (3) 4° separando en fracciones las po-

2 1 - 4 1
2" (-3) 2 =3 tencias de igual base cociente
= 2% (=3)2" 4° de dos potencias con la misma =
base :‘ ......
= 27.(3)" 1 ‘ :
_ 3
)
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54 6—5 22
Y e

54 6-5 22 B 54 6—5 22

56°2 5 67 2

— 54—3 ‘6-5+3 .22-1

=56%.2"

5.2

T 6

_10_ 5

~ 36 18
| | =2 4

Al simplificar, se acostumbra dejar todos los exponentes positivos (ni nega-
tivos, ni cero).

3. Exponentes fraccionarios y radicales.
Cuando buscamos un nimero a que elevado al cuadrado dé 100, es decir
a’=100, estamos buscando lo que se llama la raiz cuadrada de 100.
Si buscamos un nimero b que elevado al cubo dé 8, es decir b’ = 8, esta-
mos buscando la raiz ctibica de 8.
En general, si b"=a decimos que b es la raiz n-ésima de a y se escribe

b="a

donde n es un natural mayor o igual a 2

" e n .
La expresion \/a se llama radical

\/7 se llama signo de radical
n  indice del radical

a cantidad subradical o radicando
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Asi, si a 'y b son nimeros reales y n un natural mayor o igual a 2, se dice
que la raiz n-ésima de a es b si b"=a. De igual forma si b"=a, entonces b se
llama la raiz n-ésima de a.

Es decir,
.z " . 1
La expresion \a es equivalente a b"=a.

Cuando n = 2 no se acostumbra escribir el indice y se le llama raiz cuadrada.

Esto\z/a_es \/;z—.

Observe que si n=2, la cantidad subradical debe ser no negativa, ya que si
a fuera negativa, deberia existir nimero real c tal que ¢® sea negativo, y ese
ntmero real no existe.

Por ejemplo \/-25 , denota un niimero ¢ tal que ¢’ = -25, pero todo ndme-
ro real elevado al cuadrado es no negativo, luego no puede ser igual a
-25 que es negativo.

Por otra parte VE siempre denota la raiz positiva o principal, es decir
\/25 =5 ya que 5° = 25. Aunque también (-5)’ = 25, se usa — /25 para de-
notar la raiz negativa.

Esto se generaliza para las raices de indice par.

Sinespary apositivo (a>0), \'7; es un numero positivo b tal que

b"=a y se llama raiz principal o positiva.

Por lo anterior —\"/a— es un nimero negativo b que se llama raiz negativa.
Cuando n es impar, la cantidad subradical puede tomar valores positivos o
negativos y para cada nimero real a hay exactamente una raiz n-ésima real
de a.
Ejemplos
1) Va =4 ya que 4° = 64
2) V-8=-2 yaque(-2°’=-8

3) ~243x" = -3




2.2.4.

a o Prai

Universidad Rafael Landivar —

Cuando la cantidad subradical es O, no importa cudl sea el indice de la raiz,
el resultado es siempre 0. Es decir, para cualquier nimero n, natural mayor

oiguala?
Yo=0

Los radicales pueden expresarse también con exponentes fraccionarios, de
la siguiente manera:
Si a es un nimero real, m un entero y
n un natural mayor o igual a 2, definimos

Va y a_— [a_J

teniendo cuidado que cada una de las raices queden bien definidas.
Asi la expresion 81%* se puede escribir (81 o (81%)"

Los exponentes racionales facilitan muchos calculos, especialmente cuan-
do se usan las leyes de exponentes racionales o leyes de los radicales que
son una extension de las leyes de exponentes enteros.

Leyes de los radicales.
Seanmy n nimeros enteros positivos, n mayor o iguala 2, ay b nimeros rea-
les, tales que \/_ y Vb sean nUmeros reales, se tienen las siguientes reglas:

1. Elevar una raiz, a una potencia igual al indice de la raiz
[,, - LH: )
Ejemplos
1y (V5)=5
2) (V=3)°= 3

2. Extraer raiz a una potencia igual al indice de la raiz

n i a, Si n es impar
all (all) n - .
|al, si n es par
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Ejemplo

\4/1— = (:/2—4 — [=2f 2, pero también 16= =2)", luego
Vie = Vo' =12l =2

NOTA: No olvide que \/a_2= lal

Ejemplo

\/‘I6)c2 = (16x2)';_ = [(4x)2] 7= |4x| Siendo x una variable no se conoce

si su valor es positivo o negativo, por tanto deben conservarse las ba-
rras de valor absoluto.

3. Producto de dos raices con el mismo indice
V_ (/_ =a b = (a. b) \7_19
Ejemplo

Las leyes de exponentes son de mucha utilidad en la simplificacion de expre-
siones, como la que se presenta a continuacion donde se han usado propie-
dades de exponentes y de los nimeros reales, para simplificar la expresion.

a

Vi0s . V72 =Vaos)72) = (3727 (-1)3°2)

i

- (nEHeY

_ ((_1)5)? 3 5)§ Q 5)'5—
= (-3) (2)
-6

pHigIey o) seual

.
De la misma forma §
Vey Vi = Vedy = Vo o) |

()2 (2 = (<x2>2)§|y|

|X2| |yl = _x2 |yl

ya que x? 2 0, entonces |x2 |= 2
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4. Cociente de dos raices con el mismo indice
Si b es un numero real diferente de cero

1 il

a "la . _a"  (a|"
— 0 bien = 4
b /l: K {b

Ejemplo
1 1
33 3 {3
F =3

(_7)3 R :

1 1 e
W? _ W]7
z% ¢

mn I IS 1
. —| m ——
Va o bien |a” = a™

Ejemplo

il |
! 1

= (64)5

il
3

64

i 1 il
E 3 (xy)'®

= (xy)

o=
o=

(xy)

2.2.4.1.Jerarquia de los exponentes en presencia de otras operaciones.

Con los exponentes enteros y racionales se agregan dos operaciones a la

adicion, sustraccion, multiplicacion y division de numeros reales, por lo que
es necesario revisar la jerarquia de las operaciones. De la jerarquia que se
' establece para las cuatro operaciones basicas, salvo por el uso de signos de
agrupacion, se sabe que primero se realizan multiplicacion y division y lue-
go adicion y sustraccién. Si ademés aparecen operaciones de potenciacion
y radicacion, estas deben realizarse antes que cualquiera de las otras cua-
tro operaciones. Es decir estas tienen mayor jeraquia.
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Ejemplos
1) Al operar la expresion 6+2 + 3 x 2 -5

2)

primero se realizan las potencias, y se tiene luego los productos y

6:2+3x2°-3°=6:2+3x4-9 cocientes para terminar con
=3+12-9 sumas y restas
=6

En la expresion (3x5°+ 4)7
Primero se realizan las operaciones dentro del paréntesis. En este caso
hay una suma, un producto y una potencia, empezamos con la poten-
cia y se tiene
(3x5°+ 4)7 = (3(25) + 4)7
continuamos dentro del paréntesis con el producto siempre dentro del
(3x5" + 4)7 = (3(25) + 4)7

=(75+4)7
paréntesis se realiza la suma y luego el producto fuera del paréntesis,
de la siguiente forma:

(3x5° + 4)7 = (79)7= 553

3) Para la siguiente expresion

6 -2) = (\36 -4),

también se debe empezar por las operaciones dentro del paréntesis y
de estas elegimos las potencias y raices

6 -2) = (\36 -4)=(36-2) < (6-4)

Dentro de los paréntesis quedaron sumas (restas) que se haran antes
que la division porque estan entre signos de agrupacion

6 -2) + (\/36 - 4) = (34) = ()

Para terminar con la division

6 -2) + (\/36 - 4)=17

2.2.5. Potencias de diez y notacion cientifica.
En la seccion de numeracién se estudié como en un ndmero cada digito
tiene un valor de acuerdo a la posicién en que se encuentra y que estas po-
siciones reciben los siguientes nombres de derecha a izquierda:
Unidades, decenas, centenas, unidades de miles, decenas de miles, cente-
nas de miles, unidades de millones, etc. Ahora que se conoce la funcién de

los exponentes, se puede pensar en escribir cada una de estas posiciones
como una potencia de diez.
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Unidades......... 10°
Decenas........... 10’
Centenas.......... 102

Unidades de miles....... 103

De la misma forma se hace con la parte decimal de un nimero. La posicién
inmediatamente a la derecha del punto se llama décima, las siguientes cen-
tésima, milésima, diez milésima, etc. Cada posicion indica una potencia ne-

gativa de 10.
1 -1
Décima ............ —=10
écima T
Centésima L 107
------------ 100 .
Milésima ... LTS
1000
Diez milésima ............ _1 - 10"
10000

De ahi que nuestra forma de numeracion se llama decimal, a diferencia de
otras como la maya que es vigesimal, de base 20.

Estas potencias de 10 han sido aprovechadas para escribir nimeros muy
grandes o muy pequefios con la llamada notacién cientifica. Por ejemplo,
la distancia de la Tierra al Sol es de 150000 millones de metros, es decir,
el nimero 15 seguido de 10 ceros, lo cual puede escribirse como el pro-
ducto 15x1010, o también 1.5x10"" . Esta Gltima forma de escritura se lla-
ma notacién cientifica, y consiste en escribir el nimero como producto de
un nimero mayor o igual que 1 y menor que 10 y una potencia de 10.

Deciamos que esta notacién, también es atil para escribir nimeros muy pe-
quefos. Asi el didmetro de un 4&tomo es 0.0000000001 metros que se es-
cribe en notacion cientifica 1x10™".

Para escribir un nimero en notacién cientifica, mueva el punto decimal
hasta obtener un nimero mayor o igual que 1 y menor que 10, es decir a
la derecha del primer digito diferente de cero. Si movié el punto n espacios
hacia la izquierda multiplique el nimero anterior por la n-ésima potencia de
10. Si el punto se movié hacia la derecha la potencia es negativa.
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Ejemplos
Escribir en notacion cientifica

1)

2)

3)

1256.856
Movemos el punto decimal a la izquierda 3 posiciones (dejando una ci-
fra entera). En este caso 1.256856. El punto se movié 3 unidades a la
izquierda por tanto multiplicamos por 10’ y tenemos

1.256856x10’

0.002587
Movemos el punto decimal a la derecha 3 posiciones (dejando una ci-
fra entera). Y tenemos 2.587. Como se movi6 3 unidades a la derecha,
debemos multiplicar por 10° y tenemos

2.587x10”

12
12 es un numero entero y aunque el punto decimal no se escribe se en-
tiende que es igual a 12.0, luego el punto se correrd una unidad hacia
la izquierda y por tanto debemos multiplicar por 10" Asi

12 = 1.2x10' =1.2x10
E exponente 1, usualmente, no se escribe.

Si el nimero aparece en notacion cientifica y se desea escribirlo en forma
decimal, se debe mover el punto tantas posiciones como indique la po-
tencia de 10 y agregar ceros cuando sea necesario. El movimiento del
punto serd hacia la derecha si el exponente es positivo y a la izquierda si
este es negativo. Si el exponente es cero basta con quitar la potencia 10°.

Ejemplos

1)

2)

2.347 x10°

Movemos el punto decimal cuatro lugares a la derecha, para obtener
23470.

Este dltimo punto no es necesario escribirlo, luego
2.347 x 10" = 23470

1.9x10™
Movemos el punto 10 lugares a la izquierda
1.9 % 10" = 0.00000000019
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3)

Universidad Rafael Landivar —

8.35 x 10°
Ya que se trata de una potencia O escribimos

8.35 x10° = 8.35

Las reglas de los exponentes permiten operar algunas cantidades escri-
tas en notacion cientifica.

Ejemplos
Opere y dé el resultado en notacién cientifica

6.335 x10°

) s———————

2)

1.81x10

Ya que nuestros nimeros estdn escritos en notacién cientifica separa-
mos las potencias de 10

6.335 10°
X — >

1.81 10

Se realiza la operacion 61'3315 =85
P : 10° 4
y se simplifican las potencias de 10 : —- =10
10
6
por tanto M =35x10"
1.81 x10

(0.00102)(0.03)

Los factores se encuentran en forma decimal , comenzamos por escri-
birlos en notacioén cientifica

(0.00102)(0.03) = (1.02x10°)(3x10°)

Agrupamos las dos cantidades y las potencias de 10

(1.02x3)( 10°x107)

Para obtener

3.06x10”
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‘ EJERCICIOS

1)  Escriba las siguientes expresiones empleando exponentes

1. 3.3 2. 2.2.2.2.2 3. (-5)(-5)(-5)
4. 2.2.3.3.3 5. -3.3.3 6. 2.2.3.3
7. 3.3.3+3.3 8. 5.5 -5.5.5 9. x.x.XXX
10. -y.y.y.y. 11. x.x.y..y.5.y 12. (X)CxX)Cx)+ z.z.2.2.2
2)  Utilice leyes de exponentes para efectuar las operaciones y simplificar
. 222 g 2 2 3, @Y
4. (2% 5 (2 6. (3%
8 6
y & g 2 9. 2°
9 (-2)
4 6 .7
10. 3° 11. 0 12, 22
-7) 2
23 -11 13 —4
T =l 10 14, 22210 15, -g°
10" .10 10°".10
16. (-8)°
3) Escriba en forma decimal
1. 1.47x10° 2. 9x10°
3. 211x10° 4. 213x10°
5 163x10" 6. 535x10°
7. 6.15x10° 8. 1x10'
4)  Escriba en notacion cientifica
1. 329 2. 0.08 3. 85000
4. 0.0000101 5. 99000000 6. 0.0079
7. -0.00021 8. 0.0317 x 10° 9. 765x10"

10. 0.0012 x 10

5)  Realice la operacién indicada y exprese cada nimero sin exponentes.

BHBYSIORNAL - BIliEUilHY 3P Sbuig]

1. (4 x 1093 x 105) 2. (2x107)3 x 102
64 x10° =
3. (1.6x10-2)(4 x 10-3) 4, 22X 2 —
2x10 :
8x10° 6. 8.4 x10%
2x10 4x10°
1.6x10°

8x10°
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6)

7)

8)
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Convierta cada factor a notacion cientifica, simplifique y exprese el resulta-
do con la misma notacién.

(90000)(0.000002) (0.0006)(4000)
0.006 0.00012
(600000)(0.000003)
4, (230000)(3000)
(0.0004)(1500000)
5. (0.0006)(5000000) 6. (0.003)(0.00015)
Encuentre cada una de las siguientes raices
B
1. (32 2. 9" 3, -4_J2
27
4. 5750 5 (3) 6 =2
27
1 % -2/5
N AL 8. (32 9.10.04
16
10. (0.09)""
Calcule
% ; ?1 0 /2 0
1.\273 +535 2. 41/2) +2 -16 ~ 4.3
-2 -2 5
3. g7432-1 (100 4. 647 167 2°(\/3)*
9
23 3_2+5(2)0
5. 8 .16'3/4,20 _ 82/3 6. DL T O
3.=4@)"
-2
7. (0.125)3+ —2——32—1 8. 25°+0.25"°-8".4-"+0.027"
+
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23

2.3.1

Expresiones aluebraicas

Una expresion algebraica es el resultado que se obtiene de aplicar a una
coleccion de letras y niumeros reales, un numero finito de adiciones, sus-
tracciones, multiplicaciones, divisiones o célculos de raices.

Algunas podrian ser:

6y° , 8x* +64y, x> + 3x + 26, E;if—

A menudo se encuentran en las expresiones, letras como x,y.z,w, etc., las
cuales reciben el nombre de variables y a los nimeros que las multiplican
se les da el nombre de coeficientes.

Término algebraico
Término algebraico es una expresion de la forma ax" , en donde se cono-
ce como el coeficiente de x y n como el exponente de x.

Dependiendo del nimero de términos, una expresion algebraica puede ser
un monomio, si tiene un término, binomio si tiene dos, trinomio si tiene
tres, y en general se llama multinomio si tiene mas de dos términos.

Ejemplos:
En x2 + 3x + 26 se tienen tres términos y una sola variable, la cual es x, o
sea que es un trinomio de una sola variable.

En 6y°, se tiene una expresion de un solo término, en donde el coeficiente
es 6y la variable y, asi que se trata de un monomio de una sola variable.

En la expresion: 8x2 — 64y ; 8 y 64 son los coeficientes, x ey son las varia-
bles. Esta expresién tiene dos términos, de manera que aqui se tiene un
binomio de dos variables.

El grado de un monomio es la suma de los exponentes de sus variables.

Ejemplos

3x* por su exponente tiene grado 4
4x?z3 por sus exponentes tiene grado 5
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Un polinomio de grado n, en la variable x es una expresion de la forma:

n n—1 n-2
ax+a x +a X +...+a x+a
n n—1 n-2 1 0

En donde a,, a,_,,..- a,, son numeros reales, a, # 0 y n es un entero positivo.

Para obtener el grado de un polinomio en varias variables, se calcula, el
grado de cada término y el mayor de éstos sera el grado del polinomio.

Ejemplo:
El polinomio 4x’z> -252° y* es de grado 8, ya que el grado del primer térmi-
no es 8, mientras que el segundo término es de grado 7.

Simplificacion de Términos semejantes

Los términos semejantes son dos o mas términos que difieren Gnicamente
en sus coeficientes. O sea que son términos que contienen las mismas va-
riables elevadas a los mismos exponentes.

Ejemplos:

1) 3x2y 'y bx% son términos semejantes

2) 188 2, =7 % 2 y 20x3y? son términos semejantes

3) 3x2y 'y 20x3y? no son términos semejantes.

Los términos semejantes se pueden combinar aplicando las propiedades de
los nimeros reales. Con esto queremos decir por ejemplo que la propie-
dad distributiva permite expresar la suma de dos o mas términos semejan-
tes como un solo monomio.

Ejemplos:

Sumar los siguientes términos:
Sy o

1) 3x2y + 5x2}’ = (3 5 5) x2y = 8x2y
2) % By 2+ 83y + 203 y* 2P P
=(%+8+20) x3y225 :n%?_«’x3yzz5

3) 3x? y + 5x*y, no se pueden sumar; porque no son términos semejantes
ré r o

+ — A
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4) 83y25 +5x2y +2x3y275 + 12x%y

Observe que hay términos que tienen exactamente las mismas variables,
elevadas a los mismos exponentes, los cuales se pueden sumar entre si.

Al reagrupar los términos de la anterior expresion se obtiene:
8x*y? 2% +5x%y +2x3y275 +12:%y
=8xy?7% +283y?7® +5x%y + 12x%y

=10x3y22°> + 17x%y al sumarlos.

2.3.3 Simbolos de agrupacion y jerarquia de operaciones

Los simbolos de agrupacién mas usados son paréntesis, corchetes y llaves.
Para agrupar términos semejantes debe recordar que necesita sumar o res-
tar los coeficientes de los términos semejantes y continuar con la jerarquia
de operaciones que se asume para los nimeros reales (la multiplicacién y
la divisién tienen una jerarquia mayor sobre la suma y resta).

Para simplificar las expresiones, usted deberd eliminar los paréntesis apo-
yandose en la propiedad distributiva.

A continuacion se presentan varios ejemplos para que usted vea, paso a
paso, como se llega a la forma mas simple.

Ejemplos:
Simplificar

1) 4-22x+3)
=4-4x-6 eliminando paréntesis
=-4x-2 reduciendo términos semejantes

2) 4-2(3x) +6(5x)
=4 —6x+ 30x multiplicando

=4 + 24x sumando términos semejantes

3) 2x+ 4(3x)
=2%—-12% efectuando primero la multiplicacion
= =10x sumando términos semejantes
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Ejemplos:
Opere y simplifique

e

- 17

1) 2x-4 (3x) + 10x + 2 i
Como en la expresion aparecen multiplicaciones y divisiones, la jerarquia
de operaciones recomienda efectuarlas en el orden en que estas apare-
cen. Asi: ; | T
2x—4 (3x) + 10x + 2
=2x-12x +5x efectuando las multiplicaciones y divisiones
= -5x reduciendo términos semejantes
2) (6x)3y + 9 + 8x + 4(3y) ~
=18xy + 9 + 2x(3y) efectuando operaciones en el orden en que
aparecen
= 2xy + 6xy efectuando operaciones
= 8xy reduciendo términos semejantes
3) 2 [3(x=1)] +5[2Gx + 10)] o '
=2[3x-3]+5[6x + 20] distributividad dentro de los corchetes
=6x-6+30x + 100 multiplicando 36\
=36x + 94 reduciendo términos semejantes
Nuevamente recuerde que al trabajar con expresiones algebraicas estard
utilizando numeros reales, por lo que todas las propiedades estudiadas
anteriormente son validas.
Ejemplo:

Reducir la siguiente expresion

9%y’ +2xy + 8xy + 10Xy
=09+ 8)xy2 +(+ 1O)x2y reduciendo términos semejantes

= (17)xy" + (12)x2y sumando

2.3.4 Adicion y Sustraccion de expresiones algebraicas
Para sumar y restar expresiones algebraicas se debe tener en cuenta que
solamente se pueden sumar y restar términos semejantes .
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Ejemplos: s
Efectle
1) 26 +38 +x— (6x3 + 5x2 + 5x)

=2x +3x +x-6x —5x —bx eliminando paréntesis

=Q2-6x +(3-5x + 1 -5)x reduciendo términos semejantes
3 2

=-4x -2x —4x

Fijese bien en el segundo paréntesis, fue lo que primero se atendi6. Una
vez mas, estamos siguiendo la misma jerarquia de operaciones que se
conoce para numeros reales.

2) (F +x +x+5) -3 +6x-1)
=x +X +x+5-3x -18x+ 3 aplicando la distributividad
=x +x -3¢ +x—18x+5 + 3 agrupando términos semejantes
=x - 2% -17x+ 8 sumando términos semejantes
En el problema anterior observe cdmo se eliminaron los paréntesis, y es
de especial importancia ver de que manera el signo menos antes del se-
gundo paréntesis, afecto los tres términos que se encontraban encerra-
dos por estos signos de agrupacion.
Veamos algunos otros problemas con sumas o diferencias.

Ejemplos:

Efectle

1) Bx + 3x)2x + (6x + 4x)5x
= (8x)2x + (10x)5x efectuando las sumas en cada paréntesis.
= 16x? + 50x efectuando las multiplicaciones
= 166" sumando términos semejantes

2) (20x% y) — (60x2 y) eliminando paréntesis
=20x% y — 60x? y sumando términos semejantes
=-40x2y sumando términos semejantes

3) Bx)(10x) + (20x)(2x) + (x)(5x)

= 30x? + 40x? + 5x2 efectuando multiplicaciones
=« 755 sumando términos semejantes
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1)  Defina cada uno de los siguiente conceptos:

1. Expresidn Algebraica 2. Coeficiente
3. Variable 4. Término algebraico
5. Polinomio 6. Términos Semejantes

2)  Reduzca términos semejantes en cada una de las expresiones siguientes:

1. 2a+ 5a -a 2. 3x~7x+x 3.8-12y - 13y
4. a-5b+4b 5.2ab-b + 6ab 6. 10xy + y - 7xy — 8y
7.3xy —zy + 5xy - 2yz 8. 4ax — 10bx — 9bx — 4ax

3) Obtenga la suma de los siguientes polinomios

1. 2a+6b,7a-2b
2. 4x -3y, 2x — 6y
3. x-3y,2y -5x
4. 7a+b,-3a-4b

5. x+y-32x-y-5

6. 3x+2y-4,6y—-4x+1

7. 2x-3y+4,2y-x-2

8 x +y-7,3y-4x-1

9. 3x—8,7—-4x,2x—-1

10. 5x +6,-3x+ 2,x-9

11. 2x-3y,-4x + 7y, - x-2y

12. x -3y, 6x -3y, - X+ 2y

13. 3x-2y+1,2x+5y—-6,3-x-3y
14. 4x -3y +13,7x + 8y — 6,2y -5 = 8%
15. 5x =3y +1,2y - x=7,12 + 6y — 15x
16. 2x -3y +2z,2y -, 3y - 2z~ 3x

17. a+10b-9,3a-5b+4c,2c+b -6
18. 5ab-2a+b,ab+2a-3,5a-ab
19. 10b + 5bc ~ 6¢, 7bc - 4b + ¢, 9c - 8bc
20. 8xy —2yz, 2xy —z + 6yz, 9yz - 7yx — 3z

4)  Elimine los simbolos de agrupacion y reduzca términos semejantes

. Temasie Matematica - Preuniversitaria

1. 3a+(2+5a) 2. a+((a+3) 3. 2a+(8-a)
4., 3a+(4-2a) 5. 7a-(@+7) 6. 2a -(a+6)
7. x-(2x-4) 8. 3x-(x-3) 9. 5x-(1-3x)
10. 2x—-(2-x) M. 4+6(x=-1) 12.5+5(2x - 3)
13. 7-2(3x-8) 14. 6 -3 (2x~1) 15. 13 -3 (5x-1)
16. 17-7 (3x-4) 17. (2x—3y) -4 (x - 5y)
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18. 2(5x —4y) - (7x + ) 19.3(2a - b)-4(@+b)
20.5(b -4a)-6(b-3a) 21. (a~-3b)-3 (a-2b)
22.8(2a-b)-4(b-a) 23.3a-(2b +3a)+(b+a)
24. 9-2(@+3)+(a+2) 25.13+2(@+5 -(7+a)
26. x—32x+3)+(x+1) 27.12x-(12-5x) + 2 (3x - 4)
28.7-4(2x-5)+3 (x-8) 29.3x+ {2-(x-3)}

30. 5x + {6 - (2x = 1)} 31. 2x+ {y - (x = y)}

32.9y +{3x - (y+4x)} 33.10-{8-2(x-5)}
3.a-{7-3(4-a)} 35. x-{7-3(@-a)}

36. 3x - (6-2 (2 -3x)} 37.4x-{9-4(3-x)}

38.4x +{x-(2x-3)}-{5-2(1-x)}
39.x—{3x+(4-x)}-{8-3(x-2)}
40.3x = {y—(x=2y)}={2y—(x+3y)}
41.3y —{x=2(3x -y} -{2y - (x + 3y)}
42. 2x - {y+(1-x)}=-{1-(y-3x)}

43, 7- 2{x+(2x-1)}-{5-2(x+ 3)}
44. 6 +4{x—(2x+3)}-{7+3(x-2)}
45,3 +2{2x=(3x=-1D}+{9-4 (x+3)}
46. 8-3{8+4(x-4)}-{2x-3(2x-3)
47.15-5{4-2(x+1)}- {3x-5(x +4)}
48.2x - {5y - {2x -y + (x-y) }

49. 10+ {x—-{y+(x-=-3)-(y-6))}
50.3a+{b-2-((a-b)+(b-1))}

5)  Reste la segunda expresién de la primera

.2a+b-3c, 3a+2b+4c

.7a-5b +18 ¢, 6a- 6b+19c

.5x+2/9—16z,7x—2y+13z

. 7a - 3k + 4p; 8a -4k — 2p

.3a2 + 14t')2—5c2,2a2 +13b? - 62

.5x2 =17y + 4722, 2x2 - 18y? + 522

. 9ax — 14ax? — 8a*x, 2ax — 15 ax2 ~ 9 a%x

. 6p?q2 -5 pq? - 12 pq, 6 p’q° - 7 pg? - 13 pq

.Sustraiga2a + 3b-2c delasumadea- b+cy 4a- 2b-3c

W 0 N & U1 Hh W N =

6) Sume las siguientes expresiones

1.4y - 35+ 2r, 5y —4s + 3r, - 8y + 85— 4r
2.8p—7p+55-3p~+9q+3r,-4p +3q - 7r

3. Ha - 8ab_—6ab?; 4a~6ab-+-5ab?, - 8a + ab + ab?

4. 2x + 32+ 5 3% 44 -x-24-6%3, - 4x — 6x2 + 33

50 7x+8ax — 4axd4x+5ax +3-ax?, -8x — 9ax + 2ax?

6. 4ax =5atx~-8ax23dX + 7/a’X ¥ bax? - 6ax + a’x + 3ax?
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7)  ¢Cuéles de las siguientes expresiones algebraicas son polinomios?

A. X -2¢ +3x -1 B.Vx +5\x -7 C.3x°=2x-4

D. 26-\2f+5t-12  E 5 -3xy+7y’ F (¢ =3x+7)2X - 5)
G. 2x-3 H. 2x+y—% Lot +1

J. 2x-3y-5 K. m’=2mn+n’

8) En los ejercicios siguientes realice las operaciones indicadas y encuentre el
grado de los polinomios resultantes.

1. (¢ —2x" +3x + 5) + (x4 - 3x” + 5x -2)
2. (X +7 -5x + 5x) + (X = 3% + 7 +5%)
3. @ +1 +3a)-(1- a + 43"
4. (xzy +Xy —y3) B (xy2 - yx +3y3)
5. 14a’b’ + 2a’b° + a°b’
7ab’
. (@b +b) (ab’ -a’b)
ab’
9) Efectle las operaciones y simplifique

)

1. 6x+3)+((x-5) 2. 6x+3)+(4x-2)

3. (X —6x +3) - (2x + 5) 4. (x—4)— (x" —4x + 6)

5. (4y +6y-3)-(2y +6) 6. 5x-7) (X’ -3x +12)

7. (3x+8)(-2x" -3x -5) 8. (6y' —6y+4) -2y -y +7)

9 (—2x2 +4x -5) - (5x2 + 2x + 5) 10. (5x2 -x=-1)- (—3x2 -2x-5)

11. (33X +4xy —3xy2) +xX —xzy +xy2) 12. (—2xy2 +4)- (—7x2y +12)

13. (6x’ — 2x) - [3x - (4X -6)] 14. 3xy” =2x — [~ (4xy’+ 3x) 5xy]

15.5w—6w — (Bw-2w’ ) - (dw+w))  16.={-5¢=3r)=(2r=3r') -2}

17. Reste (4x — 6) de (3x +5) 18. Reste (- X +3x +5) de (4x" — 6x +2)

19. Sume -2x" + 4x — 12y - X’ = 2x 20. Reste (5x° —6) de (2x"—4x + 8)
.... 21. Reste ( - 6y2 +3y-4)de (9y2- 3y) 22. Sume 6% + 3xy - 2+ 4xy + 3y

23. Reste(5x2y+8) de(-2xzy+6xy2+8) 24. Reste (6x2y+3xy) de(2x2y+ 12xy)
5. x —{x-[x-x-11} 26.2t-3(t+2[t-(t+5)1+1}
27. 3x=2{x-x(x+4(x-3))-5} 28— 2t (- t—3) - {it: — (2t +3)
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24.

2.4.1.

Multinlicacion de Expresiones Alyebraicas
Multiplicacion de monomios.
En un monomio reconocemos dos partes; la parte numérica llamada coefi-
ciente y la parte variable. Asien —18 x*y5z3 , -18 es el coeficiente y x*y°z?
la parte variable; el monomio a?b* aparentemente no tiene coeficiente, sin
embargo como a?h? = 1 a?b3, su coeficiente es 1.
La multiplicacion de monomios hace uso de las propiedades conmutativa y
asociativa de la multiplicacion y de las leyes de exponentes de la siguiente
manera.
Ejemplos
Multiplicar
1) (3x3)(2x)
Por las propiedades conmutativa y asociativa se pueden agrupar en un
paréntesis los coeficientes y en otro las partes variables.
Bx)2x) = 3G
= 3Qx)%
= (3x2)(xx)
= 6x por leyes de exponentes.
2) (7)c3 y)(-4)c8 y3)
7% 45" y) = Tx A xyxy)
= -28( x3x8)(yy3)
- 78 x11y4
3) ( 2a’b J f3ab2 cJ
(30
2

() - ) o]

= {% X %] (aab)(ab2 c)

% (a3a)(bb2)c

= 1 a4b3c

¥
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2.4.2. Multiplicacion de polinomios.

Para multiplicar dos polinomios nos basamos en la ley distributiva de los
numeros reales y nos ayudamos con las leyes de exponentes y la simplifi-
cacién de términos semejantes.

Ejemplos
Multiplique
1) 3x* (6x° —2x)
3x2 (6x3 — 2x)
= 3x% (6x3+ (-2x))
= 3x2 (6x3) - 3x2 (2x) ley distributiva
= 18x> — 63 ley de exponentes

2) (3 +3x)2x2-4x+5)
(3 + 3x)(2x2 - 4x + 5)

= (3 +3x)2x° - (3 +3x)d4x+ (3 +3x)5
ley distributiva
=x3 (2x%) + 3x(2x?) — X*(4x) -3x (4x) + X3 (5) + 3x(5)
ley distributiva
=2x° 4+ 6x3 - 4x* - 12x% + 5x3 + 15x
ley de exponentes
=2x>-4x* + (6x3 + 5x3) = 12x2 + 15x
agrupacion de términos semejantes
=2x°-4x* + 118 —12x%? + 15x
suma de términos semejantes .

Al multiplicar un polinomio por otro se debe tener cuidado que cada tér-
mino del primero quede multiplicado por cada término del segundo. Si-
guiendo esta regla se abrevia el trabajo.

Ejemplo
Para multiplicar (2x3 +3x —1)(x? — x + 4), siguiendo la regla, se tiene
(233 +3x -1)(x2 —x + 4)
= 2:3(x2) + 2x3(=x) + 2x3(4) + 3x(x)+ 3x(—x)+ 3x(4) -1(x?) — 1(-x) — 1(4)
=2 -2 +83+32-3x+12x-x*+x-4
leyes de exponentes
=25 -2+ B +33) +(-3x2-x)+(12x+x) -4
agrupacion de términos semejantes
=20 -2+ 1133 -4x2+13x -4
suma de términos semejantes
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2.4.3. Productos notables o especiales

En el trabajo algebraico encontramos frecuentemente algunos productos
que es necesario reconocerlos rapidamente, por ello les llamamos produc-

tos notables. Cada uno de ellos puede verificarse al realizar los productos
indicados.

2.4.3.7 Cuadrado de un binomio
Si el binomio es una suma, entonces

(@+b)’ =a’+ 2ab+ b
Ejemplo
Efectle
(2x+3)? = (2x)* + 2(2x)3 + 32

=4x?+12x+ 9

Si el binomio es una diferencia

Ejemplo:
Efectie
(2x-3) =(2x + (-3))
= (2x)? + 2(2x)( -3) + (-3)?
=4x2-12x+9

Este ultimo resultado puede generalizarse como el cuadrado de una dife-
rencia, y se escribe

2.4.3.2 Producto de la suma y resta de los mismos dos términos

(@a+b)a-b)=a - b

Ejemplos
Efectle
1) Qr+3y)Qx-3y) = @ -Gy
2 2
= 4x -9y
2) 2-Y)2+y) = 2°-07
= 4—y4




18

grsita

=

1as e Matematica - Preuniv

[

1 g
|-

Universidad Rafael Landivar —

2.4.3.3 Producto de dos binomios con el mismo primer término

(a+ b)(a+ c) =a2+(b+c)a+ bc

Ejemplos
Multiplique
1 k+3)x-2) =x+3)x+(=2)
=x2+ 3+ (-2)x+3(-2)

=x’+x-6

2) 2x-5)2x+8) = 2x + (-5)(2x + 8)
= (2x)? + (-5+8)2x + (-5)(8)
=4x? + 6x-40
Nota:
Con un poco de habilidad ya no es necesario escribir las diferencias como
sumas, sino que se efectian directamente.

2.4.3.4 Producto de dos binomios cualesquiera

(a+ b)(c +d) =ac+ bc + ad + bd
Ejemplos
Multiplique
1) (2 -5)2x + 3) = x2(2x) + (-5)(2x) + x%(3) + (-5)3
=2x3-10x+ 3x2-15
=2x3 +3x2-10x - 15 ordenando el polinomio segtin
el grado de cada término

2) (4t + 9)(2t - 3) = 4t(2t) + 9(2t) + 4t(-3) + 9(-3)
=812 + 18t - 12t - 27
=8t + 6t - 27 sumando términos semejantes

2.4.3.5 Cubo de un binomio
Si el binomio es una suma

(a + b)3 = a3 + 3a’b + 3ab’+ b3
Si el binomio es una diferencia

(@a-b)’ =a - 3a’b+ 3ab’- b’

Ejemplos

Desarrolle

1) (4v + u?)3 = (4v)3 + 3(4v)2u? + 3(4v)(u?)? + (u?)?
= 64Vv3 + 48v2u? + 12vu* + ub
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2) 2x-3y° =07 +3@0°-3y) +3Q0(-3y) + (-3y)’
= 8% +3(4x' ) =3y) + 6x(9y°) - 27y’
= 8% —36x'y + 54xy =27y

2.4.3.6 Producto de un binomio por un trinomio que da como resultado una suma de cubos

(a + b)(@? — ab + b*)= a®+ b3

Ejemplos
Multiplique
1) (w + 3)(w? =3w + 9)

~ El primer término del binomio, w + 3, es w y el segundo término es 3. Luego

3¥v ’

_ primer término - producto del cuadrado del

Irado primero por el ino
segundo

signo menos signo mas

Ya que verificd esto, puede proceder a indicar el resultado del producto.

wW+3)w2-3w +9) =w3 + 33
=w3?+ 27

2) (2t2+1) (44 =282+ 1)
Verificamos que 4t* es el cuadrado de 2t?, 2t? el producto de 2t2(1) y 1 el
cuadrado de 1. Una vez hecha la verificacion, podemos afirmar que:

e + 1)@t -2 +1) = (2t)3 + 13
=8t + 1

2.4.3.7 Producto de un binomio por un trinomio que da como resultado una diferencia
de cubos.

(@->b)@a? + ab + b?) =a3- b3

Ejemplos

Multiplique

1) (9-y)(81+ 9y +y?)
Igual que en el caso anterior, verifique previamente si el trinomio
corresponde a la forma del producto. Para nuestro ejemplo, 9-y es el
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binomio por lo que 81 es el cuadrado del primer término 9; 9y el pro-

ducto de los dos términos y y2 el cuadrado del segundo término.

Asi 9-y)81+9y+y) =93-y3

=243 -3
2) (U =v)(u* + uv + v?) = (u2)3 -V
= U — V3

Factorizacion
Factorizar un nimero es escribirlo como producto de otros nimeros, por
ejemplo 36 puede factorizarse como 9x4 6 3x12 6 32x22. Esto dice que para
un mismo ndmero hay varias factorizaciones, la tltima de las 3 anteriores, lla-
mada factorizacién prima, es Unica. Con las expresiones algebraicas se pro-
cede de forma semejante, y a este proceso le llamamos factorizacién siendo
su principal uso la simplificacién de expresiones formadas por polinomios.

Ejemplo:
Si 2x(x45) = 2x2 4+ 10x
entonces 2x?2 + 10x factoriza como 2x(x+5)

Y

De la ley distributiva se sabe que alb+c)=ab+ ac

luego si la expresion que se desea factorizar es ab + ac, debe observar que

a es un factor comun a ambos términos, luego al factorizarlo se obtiene

ab+ac=al +c)

Ejemplos

Factorice

1) 9x%y? + 6xy* —12x%y°
Para garantizar que ha encontrado el mayor factor comun, encuentre
el maximo comun divisor de todos los términos, puede comenzar por
encontrar el MCD de 9, 6 y 12. Este es 3. Luego el MCD de x%3, xy*,
x°y%; para esto busque en cada variable el menor exponente. En este ca-
so el menor exponente para x es 1y para y es 3; asi el maximo comun
divisor de la parte literal es xy3. Por tanto el factor comin es 3x)® y la
expresion factorizada, se escribe:

9x2)3 + 6xy* —12x%)% = 3xy* ( 3x + 2y — 4x*y?)

Siempre puede verificar que su factorizacion es correcta, si multiplica la
expresion factorizada para obtener la expresion original.

2) 5uv? - 10u3v3 - 25u?v
EEMCD de 5,10y 25 es 5y el MCD de uv? , u*v3 y u?v es uv; luego
5uv? = 10u3v3 — 25u2v = 5uv(v — 2u?v? - 5u)

T
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2.4.4.2 Expresiones que tienen factor comun por agrupacion de términos

A algunas expresiones no se les puede extraer un factor, comun a todos los

términos, pero si al agrupar algunos de ellos.

Ejemplo - -

Factorice 2xy —3ny-2mx + 3mn

Los cuatro términos no tienen un factor en comdn, entonces buscamos si agru-

pando de dos en dos, se puede determinar un factor comun en cada bloque.

Asi 2xy = 3ny —2mx + 3mn = (2xy - 2mx) — (3ny -3mn)
=2x(y—-m) -3n(y -m)

Note que en cada término de la resta hay un factor comin y — m, luego

2xy—3ny—2mx + 3mn = 2x (y —m) —3n(y - m)

=(y-m)2x-3n)

( j '2.4.4.3 Binomios que son la diferencia de dos cuadrados
En los productos notables se establecié que el producto de la suma y dife-
rencia de los mismos términos, (a+b)(a-b), se escribe como diferencia de
los cuadrados de los términos a y b, es decir a>- b? . Por tanto, para fac-
torizar una diferencia de cuadrados, se tiene

a’—-b’=(a—b)(a+ b)

Ejemplos

Factorice

1) 81x2-25 = (9x)2 - 52
=(9x- 5)9x + 5)

2) 42-Q@y+2?  =(2x)2-Q@y+2?

= 2x - Gy +2)2x + By + 2)
=x-3y-202x +3y +2)

2.4.4.4 Binomios que son la suma o diferencia de cubos
De la misma forma que antes, entre los productos notables se establecio
que el producto del binomio (a + b) con el trinomio (a? — ab + b? ) se escri-
be como una suma de cubos a* + b . A su vez el producto de (a - b) por
(a® + ab + b? ) se escribe como resta de cubos a® — b. Luego se tienen las
siguientes factorizaciones:

i BHBHSIRIURSL - BINBIISISH 8 SBlR]

a + b3=(a+ b)(a®>—- ab + b?)
@ - b>= (a- b)(a®+ ab + b?)
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Ejemplos

Factorice

1) 27x¢ -1= (3x2)3 - 13
= (3x2 - 1)(Bx2)? + 3x2)1+1?)
= (Bx2-1)(9x* + 3x2 +1)

2) 13y =25 = ((xy?)? — (22)?) : ,t,,/‘ bV :

= (03 — 2((y?)? + 0322 + (22)?)
(03 = 2D + 032 + 7%)

Algunas veces es necesario usar varias factorizaciones como en el si-
guiente ejemplo:

3) 3x7 - 3x)° . .
Comenzamos por buscar algin factor comdn
3x7 — 3xy% = 3x(x® — y©) l
Observe que el binomio de la derecha puede factorizarse como diferen-
cia de cubos o como diferencia de cuadrados. Si lo tomamos como di-
ferencia de cuadrados, nos quedaran una suma de cubos y una diferen-
cia de cubos, de la siguiente manera:
3x7 — 3xy6 = 3x((3)2 - (y3)2 )
=3x(3 - y)0O3 +y3)
y para terminar factorizamos la suma y la diferencia de cubos
3x” - 3xy® =3x (x =) + xy + y)x+y)(x2 —xy + y?)
=3x (x =)+ )2 + xy + y)(x? — xy + y?)

2.4.45 Trinomios que son cuadrados perfectos
Se sabe del producto notable "cuadrado de un binomio" que

(a+ b)’ =a’+ 2ab + b?

(a— by = a’- 2ab + b?
En los trinomios de la derecha se observa que dos de los términos son cua-
drados perfectos y positivos a? y b?, y que el otro término es el doble pro-
ducto de la raiz cuadrada de los otros dos. Ademds, que si el coeficiente del
término del doble producto es positivo, el trinomio factoriza como el cua-
drado de una suma y si es negativo, como el cuadrado de una diferencia.
Por tanto una expresion con estas caracteristicas se llama cuadrado perfec-
to y factoriza como cuadrado de un binomio. Asi

a’+ 2ab + b2 = (a+ b)?

a’— 2ab + b’ = (a- b)’
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Ejemplos .
Factorice w oo o Tk Y
1) 4x2+12x +9 o
Los términos 4x? y 9 son cuadrados perfectos positivos
4t =(2x> y 9=32
Ademéds  12x =2(2x)(3)
Portanto  4x? + 12x + 9 = 2x + 3)?

2) 20t + 4 + 258
Los términos 25t° y 4 son cuadrados perfectos, 25t = (5t? 4 = 2°
y —20t = -2(2)(5)
Luego —20t + 4 + 25t = 25t° - 20t + 4 ordenando respecto a t
= (5t - 2)?

3) 9x2 - 6xy + y? x/\’; 7T
Los términos 9x? y y? se escriben 9x2 = (3x)? y y? = (y)?
Ademés —6xy = — 2(3x)(y), por lo tanto
9x2 —6xy + ¥y = 3x—y)?

2.4.4.6 Trinomios factorizables que no son cuadrados perfectos

Examinemos un trinomio de la forma x? + bx + ¢, y comparémoslo con el
resultado del producto
(x+p)x+q@ =x2+{@+gx+pq
Lo anterior sugiere que para factorizar x> + bx + ¢ basta encontrar los nu-
merosp y g talesque p + g=b y pq = c. Si tales nimeros existen se tie-
ne la factorizacién
2+bx+c=k+p)x+q)
Ejemplos
Factorice
1) x2+8x+15
Buscamos p y g tales que pg =15 y p + g = 8. Es claro que estos nu-
meros son 3 y 5. Por lo tanto
2 +8x+15=(x+3)x+5)

2) x*=3x+2
Hay que encontrar p y g que cumplanpg=2 y p + g =-3. Estos nu-
meros son =2 y =1. Luego
2=-3x+2=(x-2)x-1)

3) x2-x-6
Buscamos p y ¢ que cumplan pg=-6 y p + g =-1. Esto se cumple
por =3y 2. Por lo tanto
X-x-6=(x-3)x+2)
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Si el trinomio que se va a factorizar es de la forma ax? + bx + ¢, con a dife-
rente de uno, se expresa como el producto de un nimero real por un tri-
nomio, cuyo término cuadrético tenga un coeficiente igual a 1, y asi facto-
rizarlo como en el caso anterior. Es decir

@ +bx+c =_-alax? + bx + ) multiplicando por 1 = %-a
a
= %((ax)z + blax) + ac)  distribuyendo a en el trinomio
1
= 7(“2 + bu + d)

dondeu=ax y d=ac
Ahora se debe factorizar u? + bu + d que tiene coeficiente 1 en el térmi-
no cuadratico.

Ejemplos

Factorice

1) 3x2+7x+4 3
Ya que el coeficiente de x2 no es 1, el trinomio se multiplica por=- de
la siguiente forma

332+ 7x+4 = % ((3x)2 + 7(3x) + 12)

Note que % =1, por tanto el tinomio sigue siendo el mismo, pero ahora

se va a factorizar uno mas sencillo, u? + 7u + 12, es decir vamos a bus-
carpy qtalesque pg=12 y p+ q=7.Los niumeros son 3y 4, por
tanto

3x2+7x+ 4 :%(u2+7u+12) donde u = 3x
1
= ?(u+3)(u+4)
41, 1
= 5 Bx +3)3Bx+4)
= % 3)(x + 1)(3x + 4) sacando factor comun

(x+1NBx+4) simplificando

Con un poco de habilidad, no es necesario utilizar u.
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2) 2x2-x-3

__ 22 -x-3 = [0 - (20) - 6]
@ x - multiplicando convenientemente por%
= %(Zx -3)(2x + 2) buscando p y q tales que
pg=-6 'y p+g=-1
= %(Zx -3)2)x + 1) sacando factor comun
= (2x-3)(x + 1) simplificando

2.5 Division de polinomios

Para dividir un monomio por otro, se utilizan las leyes de exponentes.

Ejemplo
27x% 9%
: 1253y 4Gy
-9
T 4x

Basados en la ley distributiva se puede dividir un polinomio por un monomio;
suponga que a, b, c son monomios, el cociente _¢ “; b puede llevarse a la
forma % . b

(&
a+b 1 a b
C T(a+b)=—a+—b=T+T
Ejemplo
L por el resultado anterior
2x  2x 2%
_ B 5 | d
=5 X+ 5 por leyes de exponentes

Para efectuar la divisién de dos polinomios en una variable debemos comen-

zar por ordenar ambos polinomios en forma descendente respecto al expo-

nente de la variable. Luego dividimos el primer término del dividendo (poli-

nomio que va a ser dividido) por el primer término del divisor. El resultado
‘ nos da el primer término del cociente. Luego multiplicamos todo el divisor
| por el primer término del cociente y este resultado se resta del dividendo. Es-
te resto se usard ahora como dividendo para seguir con el proceso hasta que
el residuo sea cero o un término con grado menor que el del divisor.

&%
o
=
B
B
-
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Ejemplo
Dividir 4x* + 6x? +1 por 2x — 1

Ya que ambos polinomios estan ordenados en fomfd descendente respecto a
x, procedemos a realizar la division, de acuerdo a lo apuntado anteriormente.
Como en el dividendo no existe término en x, es aconsejable dejar espacio
para cualquier término en x que pudiera aparecer. La divisién se plantea co-
mo una division aritmética.

232 +4x + 2 (cociente)

(divisor) 2x=1 | 4x* +6x? +1 (dividendo)
4x3 — 2x?
8x? +1
8x? — 4x
4x +1
4x —2
3 (residuo)
2.6 Definicion de expresion racional
Se llama expresién racional al cociente de dos polinomios
Ejemplos
43 +6x2+1 1 2x2+5
2x—1 " x+3 " xX¥*-2x*+5x-3
La primera de estas expresiones racionales no es mas que la division que se
realizé en el numeral anterior. De acuerdo al resultado de la division esta
expresion podria escribirse como la suma de un polinomio y una expresion
racional de la siguiente forma:
4x3 +6x2 +1 3
— =2 +4x+2 + =
2% —1 2x—1
2.6.1 Simplificacion de expresiones racionales
Ya que cada variable representa nimeros reales, las reglas de la aritmética
pueden usarse con toda validez para simplificar expresiones racionales. Por
lo tanto enunciamos la primera regla de la siguiente manera: si se multipli-
ca numerador y denominador por el mismo factor diferente de cero, no se
altera la expresién. En simbolos
A _ G siempre que C es diferente de cero
B CB
............ o> /2
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Anélogamente, un factor, diferente de cero, comtin al numerador y deno-
minador puede ser cancelado del cociente.

La propiedad anterior se fundamenta en el elemento identidad para la mul-
tiplicacion. Es decir

CA

_ LA _1A_4A
CB C'B B
Para lograr esta simplificacién en una expresién racional buscamos la fac-

torizacién prima de numerador y denominador, para luego cancelar los fac-
tores comunes.

Ejemplos
Simplificar
2x2+x-3
M x2 -1
222 +x-3 _ (2x+3)(x-1)
x2-1 T+ -1) factorizando
_ 2x+3
T ox+1 valido si x es diferente de —1
2) 2r3 — 6r2—20r
215 + 1612
2r3-6r2-20r _ (2r)(r?-3r-10)
2r° + 1612 - 2ri(r3 + 8) factor comun

_ (r-5)(r + 2)
" r(r+2)(r2 - 2r + 4)  simplificando
parar#0, r#-2

r-5
r(r2 — 2r +4)

2.6.2. Operaciones con expresiones racionales

Las reglas para operar nimeros racionales se extienden a las operaciones
con expresiones racionales. Comenzaremos con productos y cocientes.
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. ; a d
Recordemos que para los nimeros racionales Y=, a,b,c.d enteros, b

y d diferentes de cero, se tiene:

a ¢ _ ac a . c _ ad
2 ad-"bd Y DTd Tk

La divisién aparece algunas veces planteada como expresiéon compleja, es

a a
b L b _a ,c
decir, — lo cual significa [ T )
d d
2.
y el resultado es el mismo que antes % = ;7—‘?
d

Ejemplos
Realice las operaciones indicadas y simplifique el resultado

-3z22+z+2 Z2-2

R 2z z+ 1
32+2z2+2 Z-z _ (B2+2+2)Z-2)
27 z+1 2z2(z+ 1)
-(3z+2)(z— 1)z(z—1)(z+ 1)
2z(z + 1)
_ =Bz +2)(z-1)?
h 2
2) 3¢y -4xy+y 9 -1
y+2xry~3xy = 32+x
3%y —4dxy+y 92 -1 (Bx2y — 4xy+ y)(3x2 + x)

y+2xy-3x%y  3x2+x (O + 2xy - 3x%)(9x2 - 1)

y(3x2 = 4x+ Nx(3x + 1)
=(3x2 =2x-1)Bx-1)CBx + 1)

i Temasie Matematica - Preuniversitaria

y(Bx—=1)x-1xBx + 1)
—yBx + N -1Bx-1)Bx+ 1)

X —X

T ENDBx+ ) 3x+ 1
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ab-2b
3) a*+3a
ab—b
a
ab-2b
a@+3a _ (ab-2b)a
ab-b (@ +3a)ab-b)
a
B ba-2)a
" ala+3)ba-1)
_ a-2
T (@+3)a-1)

De igual forma, para la adicién (sustraccién) de expresiones racionales
se utiliza el mismo procedimiento que con nimeros racionales: Se en-
cuentra el minimo comin denominador, este serd aquel que contenga
como factor cada uno de los denominadores originales; se convierte ca-
da expresion a una equivalente con denominador igual al que se deter-
miné como minimo comun denominador, para aplicar la regla.

a ¢ _a+tc

d d d
Ejemplos
Realice las operaciones indicadas y simplifique
2x+3 X
R ¥-x-2 = -1

Se factorizan los denominadores

X=x2=x+1x-2)
X=1=x+1x-1)

Se busca el minimo comun denominador: (x + 1)(x — 2)(x — 1) y se muiltipli-
ca cada fraccion por una expresion adecuada que complete el denomidor.

i BHENSIONIUNGId - EIBILSICH of SBIla]

Asi: 2x+3  _ 2x+3
X-x-2  (+1Dx-2)

o (2x+3) x—-1
T+ N-2) x-1
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Note que al multiplicar por x_?] estd multiplicando por 1, lo cual man-
tiene la igualdad. *
X X

De igual forma === G )

_ X _x—2

T -NDh+1) x=2
Por lo tanto,
2x + 3 L _ 2x+3 F=1 X x=2
X—x-2 2-2  GG+D&x-2) x-1 G-Dxk+1) x-2

2x +3)x = D+ x(x-2)
G+ NEx=-2)x-1)

3x2- x-3
+NDx-2)x-1)

5 1 X242 1
2x2—x 2x2+3x-2 x4+ 2x
Las factorizaciones de los denominadores son:
232 —x=0Q2x-1)x
X4+ 2x=(x+2)x
2x2+3x-2=0Q2x-1)(x + 2)
por tanto el minimo comdn denominador es: x(x+2)(2x-1)
En consecuencia
1 242 1
2x2—x = 2x°+3x-2 X2+ 2x
_ 1 L X2+ 2 X 1 C2x—1
T x(2x-1) x+2 0 2x-Dkx+2) x x(x+2) 2x-1
_x+2+x(x2+2)-(2x-1)
x(x+2)2x-1)
X3+ x+3
Talx+2)2x-1)
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_ 2
3) x+1

T *

Esta expresion es una fraccion compleja, equivalente a

2 1 . P , .
- = | = | ——=«]. Vist |
[1 = ] : [ y x] ista asi, la jerarquia de las operaciones nos

indica que primero se deben realizar las operaciones dentro del parén-
tesis. Por lo tanto

2 x+1-2
4 x+1 _ x+1
) 1 1-x2

_ (x—1)x
-+ N1 -2)

o a=x xGe=1)
GrDE-1 —Get Dot D=1

—X

(x+ 1)

2.6.3. Racionalizacion de expresiones que contienen raices cuadradas.
En algunos cocientes en que aparecen radicales, se acostumbra operarlos
para efectos de simplificacién o para hacer mas simples algunos calculos
buscando eliminar las raices del denominador y en casos muy especiales del
numerador. A este proceso de eliminar radicales se le llama racionalizacion.
Trataremos aqui Unicamente el caso de raices cuadradas.

1o\4 2

Para racionalizar el denominador de expresiones como ——, l

V3 \/2 3
se multiplica numerador y denominador por la raiz que aparece en el de-
nominador.




A

Temas tie Matematica - Preuniversitaria

Universidad Rafael Landivar

Ejemplos

1)

2)

— : 1 .
Para racionalizar el denominador de —V3— , multiplicamos numerador y

denominador por \/§ Note que se multiplica tanto numerador como
denominador para no alterar la expresion ya que es equivalente a mul-
tiplicar por 1, elemento identidad de la multiplicacion.

1 \3
FEREEY
Con esto se logra que en el denominador quede una raiz cuadrada ele-

vada al cuadrado, lo cual por las leyes de radicales, sabemos que es
igual a la cantidad subradical; en este caso

3 V3 =(/3=3

Por tanto 3

1 =
33
De la misma forma, para racionalizar el denominador de _@ , se
V2
N

multiplica por VE y se tiene

& V@ (2 \E\e

V2o V2 W2 g2
Tanto en el numerador como en el denominador aplicamos la ley de ra-
dicales que corresponde y se obtiene

@ _ i
WV o2

esta expresion simplificada se escribe \/2—4 - 48 2\/§
2

2

2
La expresion \/; puede escribirse como cociente de raices ﬁ y

asi la racionalizacién del denominador se logra al multiplicar por

2 _V2 V3 _ Ve
3 V3 3 3

Sl

\
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4) Sien la expresion }E , Se requiere racionalizar el numerador, el proce-

dimiento es multiplicar por .sz., para obtener

V2x
¥ V3 Vx Vex

donde se puede observar que el numerador ya no contiene radical.

Algunas otras expresiones contienen radicales en el denominador, pero co-
mo términos de un binomio. En estos casos debemos buscar un factor que
al multiplicarlo por el denominador elimine el radical.

Ejemplos

o . i 4 ,
1) Para racionalizar el denominador de la expresion T note que si
+

la expresién 2+ \/§ se multiplica por 2 — \/§ se elimina el radical. Aplique-
mos la propiedad distributiva de los nimeros reales a dicho producto.

2+V3)2-V3)=22+2V3 -2V3-13.13
=2.2 (Y3
=4-3
=1

Por tanto, al multiplicar numerador y denominador por 2- \/§ , se tiene:

4 4 2-\3
2+\3  2+\3 2-13
_42-\3)

— T9C By
_4e-\3
4-3
_4e-\B3
1

42 -\3)

cuyo denominador ya esta racionalizado.

Las expresiones 2+ \/§ y2- \/§ , se llaman conjugados. En general el con-
jugado de a+b es a-b y viceversa.
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2) Racionalizar —\75—3—V5-
V5 +12

Se multiplica por V—_ y se tiene
5+ VZ—

3 V5412
T el R
_ 305+\2

W5 - 205 + |2

B 3(\/§+V§)

(05)—(92)

_ 3(\/§+V5)

3
) = \5+12
Vi -1

3) Racionalizar el numerador de la expresion ————

\/;+1

Para racionalizar el numerador se multiplica el cociente por V_
y se tiene, x+1

V-1 Wr=1 Vxad

20—l ¥ -\/x+’|

(Vx = DOx + 1)

(= D(\x + 1)

I

x-=1
(x —1)(\/x +1)

]
- Vx+1
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1)

2)

3)

4)

,ogovwf}«:\hn—r‘w«*H‘-"»'*»"r‘«h‘i‘v**‘*auk N S Y R R T

Calcule los siguientes productos

1. (x+5)x+3) 2. (Uu+v)(u?+2v)

3. 2x+5)3x-1) 4. (L +3u-2)(u-2)

5. (V - 5)v+2) 6. 2y +3y -4)y’ +3)

7. (x+ 1% =2)(xX +5) 8. (y—2x)(x" = 4y)X - )
9. (2x2 +5y)° 10. (x = 1) (x + 3)°

1. (rs= 1P+ 15+ 1) 12. (2x +5)(4x" + 10x + 25)

Factorice los siguientes polinomios

1. XPy?+ 2xy’ - 3x%y 2. 1MPs* =331 + 44r°5°!
3. 4x°-1 4. 9x’y' -16x'y’

5. xX’-x-6 6. 2x*+9x-5

7. X -25x 8. r’-2

9. 27m’+8 10. x*-125

1. %2+3x+9 12. 4% - 20x +25

Utilice productos notables para calcular los siguientes productos

1. (5x + 4y)(5x - 4y) 2. (rs=1)(Ps® +rs+1)
3. (2x + 5)(4x* +10x +25) 4. (x*-3y*)

5. (x-9)(x+4) 6. (Bx+1)2x-3)

7. (x*+5y) 8. (Qu*-3v)

9. (3x+2y) 10. (x> + 1)(x* - 16)
M. (x+y+2)7° 12. (x-y-2)°

Encuentre el resultado de las siguientes divisiones de polinomios

1. 83y 2. 18b7¢3
—2xy bc?
3. _2mn—6mn_ 4. 4pg +8p’¢*—16pg°
2m Apg?
5. 3 (x+y)b: —(x +Y) 6. X¥-3x+2
alx+y) x=2
7. 2x2-5x-7 g 2X°-3x+8x-2
x+1 xX*=-x+2

9. X’ +3x2-4x-12
x+2

3x3+19x2 +16x 12
3x-2

10.
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5) Simplifique las siguientes expresiones

5x2 —10xy 5 4x2y + 12xy + 18¢%)
1725 - : &’
x+4 4x2-9
3. 521 9x+ 20 4. 2733
5 2=y 6 2 +2x-3
TRy T X +27
2 x(x=1)+x(x-4) g _y-ywHxz—zw
’ 2x-5 toxy+yw+xz+ w
9 4—x2
-
X =7x+10
6) Efectle las operaciones y simplifique
513
7, 30xY 2 o -]
12x%y ¥-2 2-x
3 X+2 4 3(x-3) 3(x+ 1)
Tox+x-2 Yo6bx*+2x-8  x*-3x+2
2
2x 2x 36 X +2 1 X
5. = + 6. — + =
£ x-3 x+3 779 P S e
I% 2 2
2 o K g (x+3). 1
E o4y 4x+10 _
an ‘ /
- 9 X=3 . 2¢+10x 10 _X-7x=12_ 1
& T x+3 2x-6 : x+ 4 X+ 3
g
o 2
f 11 6x - 14x-12 x+3
= T 6x+4 2x2-2x-12
&
§ 2 2
o 12 X =y 4x~- 4y
""" : 8):2—16Jt'y+8xz x+y
13 81(2—8y4 . 2x 14 9 . 3xy
. A - PR
x+ 8y 8 (x+y) z Z
............ o 82
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7)

15. x+3). 4y
&

17. 1 . 1

x2—7x+30 ) x2—5x—24

18, ¥=12x+32  F-x+12

X-6x-16  Y—5x-24

19. (-y)  L+y
2 2
X +y

21.

+
lea kwl’\’

23.

N x| =

25, X

16.

20.

22,

24,

26.

2a+2b L a'-b

3 a-b

a+1,a-1

a- a+1

a+1_a-1
a-1 a+1

| BUBHSIBRmRAL » SANDMBIRE AN SERIAN
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LogaRITMOS

Los logaritmos fueron inventados por John Napier alrededor de 1614. La
palabra logaritmos se deriva de dos palabras griegas, logos, que significa
"razén o tratado" y aritmos, que significa "nimero". Los logaritmos tie-
nen su origen histérico en la necesidad de facilitar calculos numéricos.

¢Qué se entiende por logaritmo de un numero positivo? Simplemente,
otro ndmero (cualquier nimero real). En breve se explicara la razén por la
cual se habla tnicamente de logaritmo de un nimero positivo.

Para iniciar, considere el nimero 2 y elévelo a la potencia 3, (simbdlicamen-
e 3
te escribimos 2°). Operando obtenemos como resultado 8.

Lo anterior lo podemos expresar como:
" 3 es el niumero al que hay que elevar 2 para obtener 8 " 6
" 3 es el logaritmo base 2 de 8" (simbdlicamente log, 8 =3).

TERMINOLOGIA:

&8

2 recibe el nombre de base y 3 es el logaritmo de base 2 de 8.

FORMA LOGARITMICA FORMA EXPONENCIAL

Y Y
log, x =y X=a’
A

Como puede observarse, podemos reemplazar la palabra "exponente" por
la palabra "logaritmo", indicando: el logaritmo en base a de x es la poten-
cia a la cual se eleva a para obtener x; siendo a>0, a#1

Ejemplos:

FORMA LOGARITMICA FORMA EXPONENCIAL
g, 1 =0 7°%=1
log , 16 = 2 4%= 16
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Ejercicios:

1) Obtenga el valor de los siguiente logaritmos:

a) log, 49 b) log 5 \/E
c) log s % d) log ; 81

‘ e) log .o 0.001

2) Determine x 6 b si:

a)loge x =2 b) log ,, x:%
C) log , 4=% d)log, 81 =-2

3) Escriba en forma exponencial:

a) log ; %: -2 b)log s 2= %

4) Escriba en forma logaritmica:

w|n

a)10° = 0.001 b)27° = 9

3.1 Propiedades de los logaritmos
Como log , x se puede interpretar como un exponente, parece razonable
esperar que las leyes de los exponentes sirvan para obtener las leyes de los

logaritmos.

Sean u, v nimeros reales positivos y ¢ cualquier nimero real.

Propiedad 1 Ioga (wv) = Iogau + Iogav
Propiedad 2 Ioga (ulv) = Ioga u - Iogav
Propiedad 3 loga (u€) = c loga u

85 =@--.........!
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Se probara la primera propiedad:
Sean r = log,u y s=log,v
Esto significaque u=a" y v=a
w = a a = ar'*s,osea log,uv = r + s
por lo tanto, log,uv = log.u +log,v .

Se recomienda, que siguiendo un proceso similar demuestre las otras dos

propiedades.

También es importante reconocer lo que no dicen las propiedades:
log, (u+v) # log,u + log, v

log, wu-v) # log,u - log, v

log ﬁ_] . _log.u
‘ [ v log, v

Bases

La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, porque si fue-
ra negativa, al elevarla a potencias pares el resultado seria positivo y para
potencias impares, el resultado seria negativo, esto nos daria una serie de

numeros alternativamente positivos y negativos, y por tanto, habrian nu-
meros positivos que no tendrian logaritmo.

Se ilustra lo anterior con los siguientes ejemplos:

Si la base b = -2 , entonces

log (5 (-2)
log ) 4
log (2 (-8)
log (, 16 = 4

|
w N =

Sin embargo log (,, 8 no existe, puesto que no existe un ndmero real » tal
que (-2)" = 8.

De la misma manera, si la base es b = -4, entonces log (4 2 indica encon-
trar un namero real p, tal que (-4)" = 2, que tampoco existe.

Los numeros negativos y el cero no tienen logaritmo porque siendo la base
positiva, todas sus potencias, ya sean pares o impares, siempre son positivas.
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Pudiendo tomarse como base de un sistema cualquier nimero positivo dis-
tinto de 1, los sistemas usados generalmente son dos:

a) Logaritmos cuya base es 10, llamados logaritmos comunes, simbélica-
mente, log ,, x.

b) Logaritmos cuya base es el nimero e, llamados logaritmos naturales,
simbélicamente, In x.

3.3 ElNimeroe
En célculo el nimero e surge del estudio de los valores que toma la expresion
X
1
[ 14 =
X

en donde x es un entero positivo. Puede probarse que dichos valores se
acercan al nimero e, a medida que x aumenta.

X 10 100 1000 10000 100000

..........................................................................................

1 1%
[1 +7] 2.5937 2.7048 2.7169 2.7181 2.7183

e=2.718281828459... &

=

&

34 Calculadora =
=

%E?

Dado que se dipone de calculadoras, no hay necesidad de los logaritmos §
como herramienta para efectuar calculos. No obstante, la base 10 tiene di- &

versidad de aplicaciones y por ello muchas calculadoras cuentan con una =
tecla I LOG | para calcular esos logaritmos. =

Muchas calculadoras tienen una tecla , que sirve para calcular loga- =
ritmos naturales. Para hallar x cuando se conoce log x 6 In x se usa la te- .-~

cla 0 respectivamente.

Si la calculadora tiene una tecla | INV [(por inverso), se pulsa x y en seguida
se presiona [INV] ILOG 0 [INV] [LN].
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1) Escriba en forma logaritmica o exponencial segtn el caso.

2)

. Temasde Matematica « Preuniversitaria

1.

4,

FORMA FORMA
LOGARITMICA EXPONENCIAL

1. log 0 2=0.3010

2. log o 1=0

2. 3=(04771)"°

4, 8= 16%

5. 100 = 10°

6. In 3.4 =1.2238

. In 10 = 2.3026

8. logs 27 =3

9. logs 81=4

10. 2° =32

11, 10 * =0.01

12. loge 1=0

13. loge 0.1=-1

14. logs 25=2

1. 59 L

4
Determine x, y 0 b.

log, 4 =2 2. log, 32=5 3. log,, x=3
log,, x =0.9030 5. logo x = % 6. 0.01=10"
x=7 8 x = & 9. 64 = 4"
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- )

4)

5)

6)

Utilice calculadora para determinar los valores de las expresiones siguientes:

1. e 2. 03 3. e32
4. 20¢ 5 ¢3 6. 10°
7. 10~ 8. 10°” 9. 107
10. 10°

Liste las propiedades de los logaritmos y dé un ejemplo para cada uno.

a. ¢Porqué la base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa?
b. ¢Cudles son las bases mas utilizadas?

Escriba en términos de log x, log y y log z, cada expresion

10 4
1. log 22
ZS
2. logxy' 2
y3
3. log —
ZZ
4. log 5 &
1 g\
5. log VY o
/ s
6. log xyz )
&
b
o3
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@) 7=orin o: Consuntes

Definiciones, simbolos y notacion.

Conjunto.

"Al construir una teoria mateméatica, no es posible definir todos los entes
que en ella aparecen y, por lo tanto, tendremos los llamados entes no de-
finidos (de intentar definir todos los entes de una teoria, caeriamos pron-
to en definiciones circulares); en la teoria de conjuntos introducimos como
un ente no definido el conjunto...” (Suger, Morales, Pinot; 1971).

De acuerdo con el anterior razonamiento, nos limitaremos a dar la siguien-
te nocion intuitiva: llamamos conjunto a una coleccién de elementos que
tienen una caracteristica comun, la cual puede ser claramente enunciada.
Ejemplos:

1) "El conjunto de los nimeros enteros mayores que 2 ™.

2) "El conjunto de los factores primos de 68 ™.

3) "El conjunto de todas las letras de nuestro alfabeto.

El enunciado de la caracteristica de los elementos de un conjunto debe ser
tan claro que permita, sin ambigliedad, verificar si un elemento forma par-
te o no del conjunto.

Se acostumbra referirse a los conjuntos con letras mayusculas: A, B, C, etc.
Asi, R representa a los numeros reales, Z a los enteros y Q a los racionales.

Elemento.

Se llama “elemento” a cada objeto, nimero, letra, etc., que forma parte de
un conjunto.

Ejemplos:

1) 8 es un elemento del conjunto de los numeros enteros mayores que 2.
2) 17 es un elemento del conjunto de factores primos de 68.

3) j es un elemento del conjunto de letras de nuestro alfabeto.

Es usual referirse a todos los elementos de un conjunto con letras minus-
culas como x e y, dandoles caracter de variables. El estudiante recordara
que en el algebra ocurre algo similar, ya que x puede representar a cual-
quier numero en un conjunto.
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En ciertas aplicaciones se usan también dichas letras con un subindice: x;,
yi, donde " 1" toma los valores 1, 2, 3, ...

Ejemplos:
1) Si decimos "x es un nimero par’, se sobreentiende que x puede tomar
cualquiera de los valores 2, 4, 6, ...

2) Si un conjunto est4 formado por los nimeros l, 1 : N : 3 , po-
2 4 8 16
demos decir que x, :l, X, =l, X5 :l, Xg :i.
2 4 8 16

4.1.3 Relacion de pertenencia.
Cuando un objeto, numero, letra, etc., forma parte de un conjunto, se di-
ce que pertenece al conjunto.

Usaremos el simbolo € para indicar dicha pertenencia. Asi: %- e Q signi-

, 3 . . .
fica que s pertenece al conjunto de los numeros racionales.

Si un conjunto esta bien definido, siempre es posible establecer si un elemen-
to pertenece a él, o no. En caso que no pertenezca, se usa el simbolo ¢ .

Ejemplo:
Sea A el conjunto de los enteros positivos, entonces -7 ¢ A.

4.1.4 Formas de representacion de conjuntos.
Existen dos formas usuales de representar conjuntos: por “extension” o
enumerativa y por ‘comprension” o descriptiva.

La forma por extensién se usa cuando es posible dar la lista de todos los
elementos del conjunto, los cuales apareceran encerrados entre llaves y se-
parados por comas. El orden en que aparezcan los elementos es indiferen-
te. Tampoco debe aparecer un elemento dos o mas veces.

Ejemplo: A ={2,4,8, 16 }es un conjunto dado por extension.

La forma por comprensién se puede utilizar como una alternativa para sus-
tituir a la forma por extension, pero llega a ser necesaria cuando es impo-
sible dar la lista de todos los elementos del conjunto. Consiste en encerrar
entre llaves una o mas frases o proposiciones que describen las caracteris-
ticas de los elementos del conjunto.
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Nota: llamamos proposicién a cualquier expresion de la cual es posible
decir si es verdadera o falsa.

Ejemplos:

1) A={x|x=2",n=1,2,34}. El estudiante debe reconocer que el con-
junto aqui descrito no es mas que el conjunto A, del ejemplo anterior.

2) B={x|x e R, 1<x< 2} Nétese que este conjunto tiene por elemen-
tos a todos los nimeros reales en el intervalo (1,2), y es imposible dar
una lista de todos sus elementos.

En estos ejemplos se usé el simbolo |, que se lee tal que. Se usa para anun-
ciar que a continuacién se daran las caracteristicas de los elementos del
conjunto. Por ello, x | debe interpretarse como “el conjunto de todos los ele-
mentos que cumplen con la (s) siguiente (s) condicién (es)".

Con un poco de practica, el estudiante aprendera que en esta forma de re-
presentacion de conjuntos se sigue una estructura o patrén bien definido:

Nombre del conjunto = {letra que representa a los elementos, anuncio de
condicién (es), condicion(es)}.

Es importante saber leer e interpretar las proposiciones que se encuentran
encerradas entre llaves como en los dos ejemplos anteriores. En el primer
caso se debe leer asi: "A es el conjunto de potencias enteras de 2, donde
los exponentes son 1, 2, 3 y 4". En el segundo caso se debe leer asi: "B es
el conjunto de los nimeros reales comprendidos en el intervalo ( 1,2 )".

Obsérvese que no se dijo "tal que, ni “n", ni “pertenece”, ni ‘menor que ". Es-
to no deberia confundir al lector, ya que lo que se busca es enfatizar que,
en vez de leer en forma literal los simbolos que forman las proposiciones
entre llaves, puede hacerse una lectura interpretativa, que permita com-
prender y reconocer cuéles elementos forman el conjunto.

Igualdad de conjuntos.
Se dice que dos conjuntos son iguales, si y sélo si, tienen los mismos elementos.

Después de leer la definicién dada, podria pensarse que, si dos conjuntos
tienen exactamente los mismos elementos, no son dos, sino un mismo con-
junto. Esto haria innecesario hablar de conjuntos iguales.
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Sin embargo, para aclarar por qué se necesita tal definicion, analice el si-
guiente ejemplo:

Sean:A={x|xe R, xX*=1},y B={x|xe R, x*= 1}. Es de hacer notar
que ambos conjuntos tienen por elementos los nimeros 1y — 1, a pe-
sar de tener una condicion distinta (las expresiones x* = 1y x* = 1 no
son idénticas en su estructura).

Con esto queremos dar a entender que existe la posibilidad de que dos
conjuntos distintos tengan exactamente los mismos elementos, por lo que,
lejos de ser el mismo conjunto, sélo son conjuntos iguales.

4.1.6 Conjunto vacio.
Se llama conjunto vacio al conjunto que no tiene elementos, y se represen-
ta por el simbolo &.

Al principio puede parecer extrafio hablar de un conjunto que no tiene ele-
mentos, ya que anteriormente se dijo que un conjunto es una coleccién de
elementos. Sin embargo, considérense las siguientes preguntas:

e ;Cudles son los nimeros reales cuyo cuadrado es negativo? La respues-
| ta es: ninguno.

e ;Qué elementos tienen en comidn los conjuntos A = {123} vy
B ={5,6,7}? La respuesta es: ninguno.

* ;Existe un nimero que sea a la vez menor que 2 y mayor que 5? La
respuesta es: no.

Los tres casos anteriores tienen la misma caracteristica: no hay elementos
que cumplan lo que se pide. Por lo tanto, si insistimos en representar por
medio de un conjunto cada respuesta, nos vemos obligados a usar un con-
junto sin elementos: el conjunto vacio.

Al analizar detenidamente los casos recién planteados, observamos que la
ausencia de elementos tiene su origen en la imposibilidad de cumplir a la
vez dos o mas requisitos que son contradictorios: ser nimero real y tener
cuadrado negativo, estar a la vez en dos conjuntos que no tienen elemen-
tos comunes, etc.

El conjunto vacio se usa también en aquellos casos en los cuales una ecuacion,
una desigualdad, un sistema de ecuaciones, etc. no tienen solucion.
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4.1.7 Conjunto universo y complemento de un conjunto.
Se llama conjunto universo, o conjunto universal, al conjunto al cual per-
tenecen la totalidad de los elementos considerados en una discusién, en la
solucién de una ecuacién, o en cualquier situacion que requiera de un con-
texto bien definido.

|

El simbolo para representar al conjunto universo es U.

Si uno se pregunta ¢para qué sirve el conjunto universo?, la respuesta es:
para dar un contexto a cada problema, definicién o situacion particular.

Ejemplos:

1) ¢Qué valores de x hacen cero la expresion x2 — 4 ? Si escogemos como
conjunto universo a los nimeros naturales, solamente x = 2 cumple con
lo solicitado. Sin embargo, si escogemos como universo a los nimeros
enteros, 2 y -2, la hacen cero.

2) Para x? - 2, si escogemos como conjunto universo a los nimeros racio-
nales, ninguno de estos lo anula. No obstante, al tomar como conjun-
to universo a los nimeros irracionales, encontramos que \/E y - \/5 Si
la anulan.

3) Sila expresion es x2 —x -2 y el universo, el intervalo [1, 5], sélo 2 la anu-
la. Si ampliamos el universo a [-4, 5] tenemos dos valores que la hacen
cero: 2y 1.

La leccion que obtenemos de los anteriores ejemplos es la siguiente: los va-
lores que anulan cada expresion dependen del conjunto universo que se
haya escogido.

Esto es asi porque el conjunto universo determina qué tipo de elementos po-
demos usar, (por esa razén algunos autores le llaman conjunto referencial).

Dependiendo de lo amplio o restringido que sea el universo, asi tendremos
mayor o menor libertad para saber qué elementos podemos emplear. Por
otra parte, el universo no es unico; puede escogerse de acuerdo con las cir-
cunstancias o las necesidades de quien lo usa.

Para finalizar esta seccién definiremos un concepto que tiene mucha relacion
con el conjunto universo; se trata del complemento de un conjunto.

Dado un conjunto A, llamamos complemento de A al conjunto de todos
los elementos del universo que no pertenecen a A. Representamos dicho
complemento por medio del simbolo A® .

W,ﬂﬁf/, Universidad Rafael Landivar ———————
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4.1.8

Ejemplo:

Sean U={0,1,2,3456,789}y A={0,2,4,6,8}, hallar AS

La solucién consiste en reunir en un conjunto todos los elementos que
pertenecen a U y no pertenecen a A, asi: A ={135791}

Conjuntos finitos y conjuntos infinitos.

Un conjunto es finito si es posible contar sus elementos y el proceso de
contar finaliza.

Ejemplo:
Sea C={a,b,c,d,e}. Este es un conjunto finito porque es posible contar sus
elementos y dicho proceso finaliza en 5 ( C tiene 5 elementos ).

Por otra parte, un conjunto es infinito si es imposible contar sus elementos
0, en caso de ser posible empezar a contarlos, el proceso de contar nunca
termina.

Ejemplos:

1) Sea Z' ={1.234,..),e€l conjunto de los enteros positivos. En este caso,
aunque si podemos empezar a contar los elementos, nunca finalizariamos.
Esto es asi porque después de cada entero hay otro que le sigue.

Nétese que la forma que usamos para representar a Z', con los primeros
nameros entre llaves y los puntos suspensivos, no es por extension, ya
que no se incluyen todos los elementos (de hecho, es imposible incluir-
los). Tampoco se ajusta completamente a la forma por comprension, pues
en ningin momento se utilizé frases o proposiciones entre las llaves. Es-
ta es una forma alternativa en la cual se incluyen algunos de los primeros
elementos y los demés quedan sugeridos por los puntos suspensivos.

2) Sea D={x|xe R, 2<x <3} Este es un ejemplo de conjunto infinito
porque, tratdndose de los nimeros reales, es imposible contar todos los
numeros racionales e irracionales comprendidos en el intervalo dado. Si el
lector no esta de acuerdo con lo que aqui se afirma, basta con la siguien-
te reflexion: si el primer nimero a contar es 2, scudl le sigue?

Para finalizar esta seccién, es importante que el estudiante recuerde
que el conjunto de los nimeros reales, R, el cual usara frecuentemente
en sus cursos universitarios de matematica, es un conjunto infinito.
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4.1.9 Inclusion de conjuntos.

Dado un conjunto A, diremos que el conjunto B estéd contenido en A, o

que B es un subconjunto de A, si y solo si, todo elemento de B es también

elemento de A.

Para representar que B es un subconjunto de A usaremos la siguiente no-
tacion: B c A (se lee: "B esta contenido en A").

Algunos autores utilizan la palabra incluido en vez de contenido. En caso
de duda, el lector debe interpretar el significado de estos términos, y de
otros que pudiera encontrar mas adelante, de acuerdo con el contexto es-
pecifico.

Ejemplo:
Sean A={1,23,456}yB={24,6} Dado que cada elemento de B es
también elemento de A, concluimos que B c A.

4.1.10 Propiedades de la igualdad y de la contencion de conjuntos.
A continuacién se da una lista de las principales propiedades de la igualdad
y de la contencién de conjuntos. Estas propiedades son utiles para simpli-
ficar expresiones y para hacer demostraciones.

Propiedades de la igualdad de conjuntos.
a) Paratodo conjunto A, A = A.
b) SiA=B,yB =C, entonces, A =C.

Propiedades de la inclusién de conjuntos.

a) Paratodo conjunto A, Ac A

b) SiAcB,yB cC, entonces, A c C.

c) Para todo conjunto A, se cumple que & c A. En otras palabras, el con-
junto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

Esta propiedad no es evidente, y es posible demostrar su validez. Sin
------ ; embargo, tal demostracion estd mas alld de nuestro alcance.
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4.2

4.21

Operaciones entre dos 0 mas conjuntos.

Union.
Dados dos conjuntos, Ay B, definimos su unién como el conjunto de to-
dos los elementos que pertenecen a A, a B, 0 a los dos conjuntos a la vez.

Lo anterior se puede definir por comprension:

AUB={x|xe Aoxe B}, donde el simbolo w significa unién.

En la expresion anterior, es importante comprender el significado de la dis-
yuncién 0. En lenguaje de uso cotidiano se puede interpretar como “y/o".
Por ejemplo, si en un anuncio de empleo se dice que el candidato debe ser
Arquitecto y/o Ingeniero, puede acceder al puesto alguien que solo sea Ar-
quitecto, o s6lo sea Ingeniero, o alguien que posea los dos titulos a la vez.

Ejemplo:
Representar graficamente A B, si A ={1,2,3,4}y B ={3,5,6}.

AuB=

Figura 1

B tipo de grafica que se utilizé en el ejemplo anterior se denomina diagra-
ma de Venn. Seguramente el estudiante esta familiarizado con este tipo de
representacion grafica de operaciones entre conjuntos.

Note que el diagrama consta de tres regiones bien definidas: aquella don-
de estan los elementos que sélo pertenecen al conjunto A, otra donde es-
tan los elementos comunes, y otra en donde aparecen los elementos que
solo pertenecen al conjunto B.

Debe tenerse en cuenta que los elementos comunes no se escriben mas
que una vez.
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4.2.2 Interseccion.
Dados dos conjuntos, A y B, definimos su interseccion como el conjunto
de todos los elementos que pertenecen a los dos conjuntos a la vez.

Lo anterior se puede definir por comprension:

A~B={x|xe Ayxe B} donde el simbolo ~ significa interseccion.
En esta expresion juega un papel muy importante la conjuncién “y". Su uso
es el mismo que se le da en el lenguaje cotidiano. Si decimos “hoy es vier-

nes y esta lloviendo”, significa que se cumplen ambas condiciones a la vez.

Ejemplo:
Si A={1,234}yB={35,6}, entonces A~B={3}.

Obsérvese que el resultado de la operacién se reduce a un conjunto que
tiene s6lo un elemento, ya que no hay mas elementos que pertenezcan a

la vez a los dos conjuntos, A y B.

4.2.3 Diferencia.
Dados dos conjuntos, A y B, definimos la diferencia A-B como el conjun-
to de todos los elementos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen
al conjunto B.
Lo anterior se puede definir por comprension:
A-B={x|xe Ayxe B}, donde el simbolo - significa diferencia.

Ejemplo:

SiA={12,34}yB={356}, entonces A-B ={1,2,4}.

Temas ie Matematica - Preuniversitaria

& También es posible definir la diferencia B — A. En este conjunto estan los
------ ; elementos que pertenecen al conjunto B y no pertenecen al conjunto A.

Ejemplo:

SiA={(1234}yB={35,6} entonces B - A ={5,6}.
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4.2.4 Propiedades de las operaciones entre conjuntos.
La lista siguiente contiene algunas de las mas importantes propiedades de
las operaciones entre conjuntos.

Si A, By C son conjuntos cualesquiera, @ es el conjunto vacio y U el

universo:

a) AUA =A

by JUA =A

¢ AuU =U

d AuB =BUA

e) AUAc=U

i A~A =A

g) A =0

h) A~U =A

i) A~B =B~A

) AnNAc=0

kk Au(BuC)=(AuB)uC

D A~N(B~AC)=(A~B)~C

m Au(BAC)=(AuUuB)~(AUC)
n A~(BuC)=(A~B)u (A~C)
o) (AuUB)C = A e BT

p) (A~B)E = ACuUBC

Sugerencia: Se recomienda que utilice Diagramas de Venn para verificar
alguna de estas propiedades.

| BHEHSISNUN3I - BINBLISIEN ap seilis}
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ceeneavao

¢ Cudles de los siguientes nimeros no pertenecen al conjunto de los nime-

ros racionales? 1 _ 15 1

_21_1 21 3,n'—,ﬁ_‘
5 V23T V2

Exprese por extension el conjunto A = {x | x € Z, 5 < x <10}
Exprese por comprensioén el conjunto B = {1,3,9,27,81,243}

Diga si son iguales o no los conjuntos:
C={x|x €Z, |x es4}
D={x|x € Z x?+8x + 16 es igual a 0}

¢Cudles son los valores de x que hacen cero la expresion x? + 1, si toma
el conjunto R como universo ?

Diga si es finito o infinito el conjunto de puntos de una recta.
El conjunto de los nimeros primos, ¢es finito o infinito?

Dados los conjuntos:
U={012345,6,789} A ={1345} B = {456,738},
C={2,4,68} D ={1}.

Encuentre:

a) A

b) (A-B) uC
¢c) A~B

d) Ac - BC
e) AL(BuUCQ
fy C-C

g) A~B) ~C
h) D~ U

i) BOUC,LAuBUC
)y AuU

k) A~ AC

) &C
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51 Geometria Plana.

Llamamos asi a la figura formada por dos ra-
yos (o semirectas) que tienen un punto extre-
mo comun. Los dos rayos se llaman /ados del
angulo. El punto extremo comun se llama O B
vértice del angulo.

ﬁ 5.1.1 Angulo.

Figura 1

En el &ngulo que nos muestra la figura 1, los lados son OA 'y OB. El vértice
es el punto O.

Los angulos se nombran usualmente en cualquiera de tres formas:

a) Por medio de tres letras mayusculas, dejando en el centro a la que
identifica al vértice: £ AOB.

b) Mediante una sola letra mayuscula en el vértice, como £0.

c) Por medio de una sola letra mindGscula en el interior del angulo. En el
estudio de la Trigonometria se acostumbra usar una letra del alfabeto
griego: a, B3, 0, ¢, etc., pero se puede utilizar a, b, c, etc.

sl
Lol

Figura 2

5.1.2 Grados sexagesimales y radianes.
En el sistema sexagesimal de medida de angulos, un circulo se divide en
360 “arcos™ iguales. El angulo central de cada uno de esos arcos se define
como 1 grado (sexagesimal). El tamafo relativo de 1 grado puede obser- &
varse en los instrumentos de dibujo llamados transportadores. %

USIaNUNL] - BANBLISIEH apsEul

En la siguiente figura se muestra un “arco” de circunferencia y sus tres elementos:

r L : longitud
L r: radio o :
6 : angulo central "~ - !

Figura 3
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De adefiniion ge “grado sexagesimal se deduce que el angulo central co-
"Spondiente a un circulo mide 360°. A medio circulo le corresponde un
Mo central de 180°, a un cuarto de drculo le corresponde un angulo
Fent““ de90°, y asi, a cada fraccion de circulo se le hace corresponder un
Uoen forma directamente proporcional a dicha fraccion. Ver la figura.

Figura 4

Es ; [
mI.convemente saber que un grado sexagesimal se divide en 60 minutos. Un
"o se divide en 60 segundos y un segundo se divide en 100 centésimas.

;gﬁ:ﬁ:?g‘zmuy u.sado para mt?dir angulos tiene como unidaq el "radién.".
gy ita se deflne. como el .angulo cgntral de un clise de circunferencia
ud de arco tiene la misma medida que su radio.
Ve fa figura,

Figura 5

Com .
0Veremos, la unidad llamada radidn no se puede expresar en grados

S€Xapac . , . ,
o] 8Esimales por medio de un nimero racional. Se debe usar un nume-
Maciona|

Anteg
. deestablecer a cuantos grados sexagesimales corresponde 1 radian, es
Bsari e . : b
) laflo conocer la siguiente definicion: para todo arco de circunferencia, si
S - , . .
Alongitud del arco y r es el radio, la medida del angulo central 6, en

fadianeg ” L
4es, viene dada por la relacion: 6= — .
I
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A partir de esta definicién se puede concluir que, en un sentido formal el
angulo dado por£ no tiene unidades de medida, ya que es el cociente de
I

dos longitudes. El resultado, 6 es un nimero real. Asi, bastaria decir, por
ejemplo, “el &ngulo central de este arco mide 2". Pero cotidianamente acos-
tumbramos decir 2 radianes”, porque encontramos més clara esta frase. Sin
embargo, al realizar operaciones con la medida de dicho dngulo nos limi-
taremos a usar el 2 y prescindiremos de la palabra “radianes’, la cual por
ningun motivo debemos incluir en la simplificaciéon de unidades o en los
célculos.

. , - L ]
Otra conclusién que se obtiene de la expresion 6 = — es que a un circulo
r

de radio r le corresponde un angulo central 27 (a manera de ejercicio, com-
pruébese que esta afirmacion es correcta).

Ahora disponemos de una forma sencilla de transformar medidas angulares
de grados sexagesimales a radianes, y viceversa: 2z radianes corresponden
a 360°, r radianes corresponden a 180°, etc.

o

Ademas, 1 radian equivale a 189 . El estudiante debe ser capaz de probar

que esto es cierto, y también debe mostrar que el resultado es aproxima-
damente 57.3°.

Las calculadoras cientificas tienen incorporadas las funciones que permi-
ten operar con angulos, pero se debe tomar la precaucion de observar el
“modo” en que operan. Algunas tienen varios modos angulares, y los de
mayor interés son DEG (cuando se quiere operar con grados sexagesima-
les) y RAD (cuando se quiere operar con radianes). Consulte el manual de
su calculadora para conocer otras funciones relacionadas con el ingreso de
medidas angulares y su expresion en grados, minutos y segundos. =

JiipiusIel ap seus]

i

R

ﬁ o §

Aquellos estudiantes que tomaran cursos de Calculo Diferencial e Integral
deben estar preparados para operar con radianes, ya que esa es la uni-
dad de medida angular de uso frecuente en dichas materias. La razén pa- ;-
ra ello es la siguiente: las definiciones de las derivadas de las funciones tri-
gonométricas se obtienen pensando en que los &ngulos se miden en radia-

nes, o sea que 6 € R, de ahi que tal unidad de medida se convierta en una
necesidad.
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5.1.3 Tipos de angulos.
A continuacién aparece una lista de diferentes tipos de angulos, clasifica-
dos de acuerdo con distintos criterios. En algunos casos el criterio es la me-
dida del angulo, y en otros es la relacion del &ngulo con otros angulos o
elementos de alguna figura.

a) Angulo agudo: es aquel cuya medida est4 comprendida entre 0° y 90°.
b) Angulo recto: es aquel que mide exactamente 90°, o sea %

¢) Angulo obtuso u oblicuo: su medida estd entre 90° y 180°.

d) Angulo llano: mide exactamente 180°, o sea .

e) Angulos complementarios: son dos &ngulos cuyas medidas suman 90°.
f) Angulos suplementarios: dos angulos cuyas medidas suman 180°.

g) Angulos congruentes : son aquellos que tienen la misma medida. Usa-
remos el simbolo = para indicar que dos angulos son congruentes, por
ejemplo: Z A= ZB.

h) Angulos adyacentes: son dos angulos que tienen el mismo vértice y un
lado comun entre ellos.

i) Angulos internos de un poligono: son aquellos formados por dos lados
adyacentes de un poligono, en el interior de éste. Si el poligono tiene n
lados, entonces se forman n dngulos internos.

5.1.4 Angulos opuestos por el vértice.
Son dos angulos no adyacentes formados por la interseccién de dos rectas.
En la siguiente figura se puede observar que se forman dos pares de angu-
los opuestos por el vértice. Se deja como ejercicio mostrar que £ a = £ b,
yque Lc=Zd.

""" : Figura 6.

Este tipo de angulos es muy importante porque se presenta con bastan-
te frecuencia en cursos como Fisica y Calculo, ademas de ser de mucha
utilidad en demostraciones geométricas, como lo veremos en el siguiente
tema.
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5.1.5 Angulos formados por dos rectas paralelas y una secante que las corta
Por definicion, dos rectas en un plano son paralelas si, y sélo si, no se in-
tersectan. Cuando queremos denotar que dos rectas L, y L, son paralelas
' usamos el simbolo ||, y escribimos L, || L,.

Se llama secante a una recta que intersecta, no perpendicularmente, a dos
0 mas rectas paralelas. Ver la siguiente figura.

80/4
f
c d
%
Figura7

Al observar esta figura podemos notar que se forman ocho angulos, entre
los cuales hay cuatro pares de angulos opuestos por el vértice. El estudian-
te debe verificar que esta afirmacion es correcta.

e

Ademaés, los angulos a y h, asi como los angulos by g, se dice que son al-
ternos externos, mientras que los dngulos c y f, asi como d y e, se dice que
son alternos internos.

En conclusién: cuando dos rectas estdn en un mismo plano, son paralelas, y
las corta una secante, se forman angulos externos alternos congruentes entre
si y angulos internos alternos congruentes entre si. Se deja como ejercicio pa-
ra el estudiante la demostracion de lo afirmado en el parrafo anterior.

5.1.6 Tipos de tridngulos.
Dados tres puntos en un plano, que no estan todos sobre una misma linea
recta, si los unimos de dos en dos por medio de tres segmentos de recta,
se forma una figura plana llamada tridngulo.

Figura 8
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Como resultado de su construccion, un tridngulo tiene los siguientes ele-
mentos: tres lados, tres vértices y tres dngulos interiores o internos.

Se acostumbra nombrar los vértices con letras mayusculas; el lado opuesto
a cada vértice se nombra con la misma letra que se usé para éste, pero mi-
nascula, y los dngulos internos pueden ser nombrados con letras griegas.

El simbolo para el tridngulo es A, el cual se antepone a las letras que iden-
tifican a los tres vértices. Por ejemplo: A ABC, en el caso de la figura 8.

La siguiente propiedad es de uso frecuente, por lo que se recomienda me-
morizara: la suma de las medidas de los angulos internos en un triangu-
lo (en un plano) es 180°.

Se pide al estudiante que lleve a cabo la demostracion de la propiedad
enunciada en el parrafo anterior, pues constituye un excelente ejercicio de-
ductivo basado en propiedades expuestas anteriormente en este tema.

Los triangulos se pueden clasificar, principalmente, por la medida de uno o
mas de sus angulos internos o por las medidas de sus lados. A continua-
cién aparece una lista de los principales tipos de tridngulos, clasificados de
acuerdo con los criterios mencionados:

a) Tridngulo rectangulo: uno de sus dngulos internos mide 90° . Su lado
mayor se llama hipotenusa, y los otros dos lados se llaman catetos.

b) Tridngulo obtusdngulo u oblicudngulo: la medida de uno de sus angu-
los internos esta entre 90° y 180°.

¢) Tridngulo acutangulo: sus tres angulos internos son agudos.

d) Tridngulo equidngulo: sus tres angulos internos son congruentes entre si.
e) Tridngulo equildtero: sus tres lados tienen la misma longitud.

f) Tridngulo isésceles: tiene dos lados de igual longitud.

g) Tridngulo escaleno: sus tres lados tienen distintas longitudes.

Nota: todo tridngulo equilatero también es equidngulo

Un importante elemento de todo tridngulo, ademas de los antes mencio-
nados, es la altura ( h ). Aunque es frecuente hablar de ella en singular, en
realidad cada tridngulo tiene tres alturas, una por cada lado.
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La altura correspondiente a un lado ( o base ) se define asi: es el segmento
de recta que, partiendo de un vértice, intersecta al lado opuesto, o a la pro-
longacién de éste, formando un angulo recto. Véase la siguiente figura:

Figura9

En la figura anterior todas las alturas se situaban en el interior del triangu-
lo. Sin embargo, en el caso de los tridngulos obtusangulos es necesario pro-
longar dos de los lados para representar las correspondientes alturas, como
se puede observar a continuacion:

Figura 10

Criterios de semejanza de tridngulos.

En numerosos cursos, especialmente de las areas de fisica y matemaética, es
frecuente encontrar cierto tipo de problemas cuya solucién se basa en re-
lacionar entre si los elementos de dos o mas triangulos.

Para tener éxito en la solucién de dichos problemas es necesario conocer y
comprender el concepto de tridngulos semejantes, y memorizar los llama-
dos criterios de semejanza.

: BLIBHSIONIUNGL] - BILICIISICH 3 SeIla
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Definicion: se dice que dos tridngulos son semejantes si existe una corres-
pondencia de sus vértices para la cual los dngulos correspondientes son
congruentes y los lados correspondientes son proporcionales. Vea la si-

guiente figura: £

ANAN

A L= “C D¢ S F

Figura 11

El simbolo para semejanza es ~. Asi, AABC ~ ADEEF significa que el tridn-
gulo con vértices A, By C es semejante al triangulo con vértices D, E y F.

De la anterior definicién, y con base en la figura 11, se concluye que:
a) A cada angulo en A ABC corresponde un angulo congruente en ADEF.
b) Se cumplen las siguientes relaciones de proporcionalidad entre los lados

correspondientes:
AB AC BC

DE ~— DF ~— EE

Debe quedar claro que el lado AB corresponde al lado DE, AC aDF y BC
a EF.

Las conclusiones recién expuestas resumen en términos matematicos lo que la
experiencia visual nos dice acerca de dos tridngulos semejantes: uno de ellos
se obtiene como si fuera una ampliacién fotogréfica del otro, manteniendo la
proporcién entre los lados y sin transformar los angulos interiores.

Contando la congruencia de los angulos y la proporcionalidad entre los lados, la
semejanza de dos tridngulos conlleva seis condiciones que deben cumplirse.

Sin embargo, para asegurar que dos tridngulos son semejantes no es nece-
------ : sario probar que se cumplen las seis condiciones, ya que al cumplirse al-
: gunas, se asegura que se cumplen las demas. Para ello basta aplicar uno de
los siguientes criterios de semejanza de triangulos.

Nota: de aqui en adelante, escribiremos “angulo™y "angulos”, en vez de "an-
gulo interno’y de "angulos internos’, respectivamente.
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Dos tridngulos son semejantes si:

a) Son congruentes dos de sus angulos correspondientes (este es el crite-
rio "angulo angulo" que se abrevia AA). Vea la figura:

Zo=/0
L B=z=zsLD
o B 0 %)

Figura 12

n

b) Tienen dos lados proporcionales, y es congruente el angulo comprendi-
do entre dichos lados (este es el criterio "lado angulo lado" que se
abrevia LAL). Ver la figura.

E
B
f c_b
c f e
) -
A C D F L =ee
b e

Figura 13

c) Sus lados correspondientes son proporcionales. Vea la expresion del in-
ciso b", sobre triangulos semejantes.

d) Ambos tridngulos son rectangulos y es congruente uno de sus angulos
agudos. Ver la figura.

o=/

i o ! of

Figura 14
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5.1.8 Tipos de cuadrilateros.
Dados cuatro puntos en un plano, de manera que no haya tres de ellos so-
bre una misma recta, si se unen de dos en dos por cuatro segmentos de
recta, se forma una figura plana llamada cuadrildtero. Vea la figura:

Figura 15

Los cuatro puntos dados se llaman vertices, y los cuatro segmentos de rec-
ta se denominan /ados. Puede observarse que un cuadrilatero tiene cuatro
angulos interiores (a los cuales llamaremos simplemente "angulos”).

Un interesante y no complicado ejercicio consiste en demostrar que la suma
de las medidas de los angulos de un cuadrilatero es 360°. Se invita al estu-
diante a descubrir por sus propios medios cémo hacer dicha demostracién,
para poner en prctica los conocimientos adquiridos hasta el momento.

Las siguientes definiciones seran uatiles mas adelante:

* Son lados opuestos de un cuadrildtero dos lados que no se intersectan.

e Son lados consecutivos de un cuadrilatero dos lados que tienen un
punto extremo comun.

* Son dngulos opuestos de un cuadrilatero dos angulos que no tienen un
lado comun.

e Son dngulos consecutivos de un cuadrilatero dos angulos que tienen un
lado comdn.

&5
-
o
&8
oS
=
-l
as
o
4
=
g
R
f="
-»
]
&=
&=
=53

- e Vértices consecutivos de un cuadrilatero son los puntos extremos de un
ee
= lado.

“““ : * Una diagonal de un cuadrilatero es un segmento de recta que une dos
: veértices no consecutivos.
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A continuacién se presenta una clasificacion de los principales tipos de cua-
drilateros, con el ejemplo respectivo. La clasificacion se hace a partir de las
longitudes de sus lados, las medidas de sus angulos o combinaciones de
ambas caracteristicas.

a) Trapecio: cuadrilatero que tiene dos lados paralelos y dos no paralelos.

Figura 16

b) Trapecio is6sceles: trapecio cuyos lados no paralelos tienen la misma
longitud.

Figura 17

c) Paralelogramo: cuadrilatero que tiene paralelos sus lados opuestos.

i

Figura 18

d) Rombo: es un paralelogramo cuyos cuatro lados tienen la misma me-
dida (equilatero).

BHEHSIGRIUNAL] - BIICIHSICH op SEilig]
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e) Rectangulo: paralelogramo cuyos angulos son rectos.

Figura 20

f) Cuadrado: rectangulo con todo sus lados de la misma longitud.

Figura 21

Al analizar las anteriores definiciones se observa que los cuadrilateros que nos
interesan pertenecen a uno de dos grupos: trapecios y paralelogramos, los
cuales se caracterizan por tener al menos una pareja de lados paralelos.

Aprovechando la caracteristica mencionada, podemos definir la altura de
un trapecio o de un paralelogramo asi: es la distancia entre dos de los la-
dos paralelos. Véase la figura.

-
e

Figura 22

Es importante mencionar que los trapecios sé6lo pueden tener una altura,
mientras que los paralelogramos pueden tener dos ( por supuesto, el cua-
drado tiene dos alturas con la misma medida ).

A los lados paralelos que se usan para definir la altura de uno de dichos
cuadrilateros se les llama bases. Cuando son de longitudes distintas, como
en el trapecio, uno se nombra "base menor”y el otro "base mayor".
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5.1.9 Calculo del perimetro y el rea de tridngulos, cuadrilateros y el circulo.
Mientras el perimetro, P, de una figura plana es la medida de la longitud
de su contorno, el drea, A, es una medida de la superficie interior, o “ence-
rrada” por dicho contorno. Vea la figura:

Contorno

— o Perimetro.

Superficie

interior.

Figura 23

Como el perimetro es una longitud, para cuantificarlo se utilizan medidas
tales como centimetros, pulgadas, metros, etc.

Podria pensarse que medir el perimetro equivale a cuantificar la distancia
que debe recorrer un |apiz para trazarlo completo:

i)

Figura 24

aps

o]
i

i
o
ks

g
=

Por otra parte, para cuantificar la superficie de una figura plana se utilizan

medidas tales como centimetros cuadrados, pulgadas cuadradas, metros
cuadrados, etc.

En este punto podria formularse la pregunta ¢por qué al medir areas utili-
zamos unidades de longitud elevadas al cuadrado? Una respuesta acepta-
ble surge de la siguiente explicacién: el érea de figuras planas se calcula ~ :--
por medio de la multiplicacién de dos longitudes, o al elevar al cuadrado
una longitud, como se vera mas adelante. Asi, al aplicar las leyes de los ex-
ponentes a las unidades de medida tenemos que:

cmxcm=cm’, pulgx pulg = pulg®, etc.
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Para adquirir una nocién concreta del significado de la medicién del area
de una figura plana, témese como punto de partida la siguiente figura:

Figura 25

Supdngase que se ha cuadriculado la superficie interior de la figura, y que
cada cuadradito mide 1 mm’. Asi, la medida del 4rea en cuestién vendria
dada por el total de milimetros cuadrados alli contenidos.

Aunque el procedimiento propuesto parece simple porque sugiere un con-
teo de cuadraditos, salta a la vista que en las proximidades del contorno
hay algunos de éstos que pierden su forma y tienen lados curvilineos, lo
cual impide “contarlos” como se hizo con los demas. En este caso se debe
usar un procedimiento matematico relacionado con sumas de areas.

Ahora bien, el célculo de dichas sumas esta mas alla de los objetivos de es-
te curso. El estudiante seguramente se encontrara con este mismo proble-
ma y su solucion exacta en cursos avanzados de matematica.

Mientras tanto, es importante resaltar que las férmulas y procedimientos pa-
ra calcular areas, que expondremos a continuacién, dan resultados exactos,
puesto que han sido disefiadas con toda generalidad y toman en cuenta las
dificultades que surgen en las proximidades de los contornos curvilineos.

Férmulas para el calculo del perimetro y el area de algunas figuras
planas:

* Perimetro de un tridngulo:

: Temasde Matematica - Preuniversitaria

Si, Lt , L2,y Ls son las longitudes de los tres lados, el perimetro P
estd dado por.
P=Li+L:+ L3

Si el triangulo es equilatero se tiene que P =3L
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Perimetro de un rectangulo:
Si L es la longitud de dos de los lados iguales, y L es la longitud de los
otros dos lados.
P=2L1+2L2 =2(Lh + L2)
Perimetro de un cuadrado:
Si L es la longitud de cada lado del cuadrado
P=4L
Circunferencia de un circulo: Si el radio tiene longitud r; entonces
P=2nr
Donde = es el simbolo que representa al nimero Pi (3.141592654... )

Area de un triangulo:

Si b es la longitud del lado conocido (al cual generalmente se le llama

"base”, y h es la altura respectiva), entonces el area A del triangulo es

1

A:Tbh

Area de un trapecio:

Si by B representan las longitudes de los lados paralelos del trapecio y
h la altura correspondiente,

A= (b +B)h

Area de un paralelogramo:

Cuando uno de sus lados, o base, tiene longitud b , y la altura corres-
pondiente es A:
A =bh
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e Area de un rectangulo:
Si dos de sus lados opuestos miden L1 cada uno, y los otros dos lados
miden L. cada uno, entonces:

A =Ll

En algunos textos se define el rea de un rectdngulo como "base por al-
tura”, lo cual es correcto, y coincide con la férmula del area de un pa-
ralelogramo. Se pide al estudiante que investigue por qué la misma for-
mula puede utilizarse para calcular el 4&rea de ambas figuras.

e Area de un cuadrado:
Cuando los lados tienen longitud L:

A=L’

 Area de un circulo:
Cuando el radio tiene longitud ;

A= nr

5.1.10 El Teorema de Pitagoras y sus aplicaciones.
Se llama teorema a una propiedad que puede ser demostrada. El teorema
que expondremos a continuacion fue conocido en varias culturas antiguas,
aunque histéricamente quedé asociado al nombre del fil6sofo y mateméti-
co griego Pitdgoras (siglo V. A.C.), por ser él quien primero lo demostro.

En un tridngulo rectangulo el lado que se opone al angulo recto se llama
hipotenusa y los otros dos lados reciben el nombre de catetos. Con estos
conceptos se enuncian el resultado siguiente:

Teorema de Pitadgoras: “en todo tridngulo rectdngulo la suma de los cua-
drados de las longitudes de los catetos es igual al cuadrado de la longitud
de la hipotenusa”.

Vea la siguiente figura:

...... : a + b = ¢

b
Figura 26
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La expresion a® + b = ¢* resume el enunciado del teorema y permite
aplicarlo en situaciones practicas, como veremos mas adelante.

Para comprender con claridad lo que dice el teorema, usando un caso par-
ticular, se construyen tres cuadrados y se muestra que la suma de las areas
de los cuadrados menores equivale al area del cuadrado mayor. Ver la fi-
gura siguiente.

25
16

Figura 27

Las aplicaciones mas inmediatas del teorema de Pitagoras son:

a) Dados los dos catetos con longitudes a y b, hallar la longitud de la hi-

potenusa, c:
c = & + b?

b) Dados un cateto y la hipotenusa, de longitudes a y ¢, respectivamente,
hallar la longitud del otro cateto, &:

b= |t - @

Los estudiantes deben tener presente que el teorema de Pitdgoras se cum-
ple Unicamente cuando un tridngulo es rectdngulo. Por tal razén se les re-
comienda ser prudentes al aplicarlo, ya que antes deben cerciorarse de que
estan trabajando con un tridngulo rectangulo.

(=]
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Sin embargo, si no se sabe de qué tipo es un tridngulo, pero resulta que
@ + b* = ¢, siendo ay b las longitudes de los lados menores, y ¢ la lon-
gitud del lado mayor, se puede concluir sin duda alguna que el tridngulo en
cuestion es rectangulo, y que los lados de longitudes a y b forman entre si
un angulo de 90°.

Este hecho puede utilizarse para hacer demostraciones geométricas de per-
pendicularidad de segmentos rectilineos, tal como se verd en los ejercicios
propuestos al final de esta unidad.

Nota: dos segmentos de recta son perpendiculares entre si, cuando al cru-
zarse forman un angulo recto (90°).
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Encuentre el equivalente en radianes de las siguientes medidas angulares.
1°,30°, 45°,60°,90°, 120°, 135°, 150°, 210°, 240°. Debe expresar sus res-
puestas en términos de =, sin usar cifras decimales:

Encuentre el equivalente en grados sexagesimales de las siguientes medidas
angulares que vienen expresadas en radianes:

n/12,5n/9, 5n/4, 1M /6, 11 /3.

El radio de un arco de circunferencia mide 2 unidades de longitud, y el an-
gulo central mide 4 radianes. Calcule la longitud de arco correspondiente.

Suponga que la Tierra es una esfera de radio 6370 km. Calcule la distancia
que recorre, en un dia, debido al movimiento de rotacién de la Tierra sobre
su eje, un punto situado en el ecuador.
Un angulo mide 28°. ; Cuanto mide su angulo complementario?

¢

Un angulo mide 86°. ;Cudnto mide su dngulo suplementario?

En la lista siguiente, determine si cada una de las medidas angulares dadas
corresponde a un angulo agudo, recto u obtuso:

126°,32°, w /5,3 /4,11 /12, w /2.

En la lista siguiente, encuentre cudles medidas corresponden a angulos con-
gruentes entre si ( hay tres pares): 150°, 11 n /6, 210°,5 /6,7 n /6, 330°.

En la siguiente figura, encuentre las medidas de L ¢, L B y «£y.

120°

"t BUBHSIORNNAL] « BINOIIAICH o SEUs]
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En la siguiente figura, encuentre las medidas de Z 1, £ B2, £ B ,

Lon, Lo, L0z, L0 .

Encuentre la medida de Z o

a1%

G B, B

Oly

(07

80" Bs

Utilice semejanza de tridngulos para hallar el valor de x:

B

D

AB = 6
AC =
DB =2

Utilice semejanza de tridngulos para hallar el valor de x:

C

DE || AB
AC =3
AB = 4
DE = 2

D

AB | CD
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14. Calcule el perimetro y el &rea de un tridngulo equilatero cuyos lados miden
2 unidades de longitud.

15. Calcule el perimetro y el area de un trapecio isésceles cuyos lados paralelos
miden 4 unidades y 10 unidades, y cuya altura mide 4 unidades.

16. Calcule el perimetro y el 4rea del paralelogramo de la figura:

€ F D
; AB =10
i EF = 4
u B AG = 3
G E

17. Un poste de alumbrado publico, vertical, mide 8 metros de altura desde su
base. Un cable tensor, de 10 metros de longitud, se extiende desde la pun-
ta del poste hasta un punto en el suelo. ¢ Cudl es la distancia entre este pun-
to y el centro de la base del poste?

-
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La Geometria Solida es el estudio de los cuerpos geométricos. Un cuerpo
geométrico es aquel que ocupa un lugar en el espacio, por lo que tienen 3
dimensiones: largo, ancho y alto. Dentro del conjunto de los cuerpos geomé-
tricos encontramos 2 subconjuntos: cuerpos poliedros y cuerpos redondos.

Los cuerpos poliedros son aquellos en los que todas las superficies que lo
limitan son planas. Por ejemplo: una caja de medicinas es un cuerpo
poliedro.

Los cuerpos redondos son aquellos que tienen, al menos, una de sus super-
ficies de forma curva. Por ejemplo un pocillo de café es un cuerpo redondo.

Cuerpos poliedros.

En los cuerpos poliedros reconocemos algunos elementos importantes. Las
superficies que limitan un poliedro se llaman caras, las intersecciones de las
caras se llaman aristas y los puntos donde estas se cortan se llaman vérti-
ces. Se denomina diagonal de un poliedro al segmento que une dos vérti-
ces que no pertenezcan a la misma cara.

Dentro de los cuerpos poliedros, llamados simplemente poliedros, recono-
cemos dos grupos: los prismas y las piramides.

5.2.1.1 Prismas.

Se llama prisma a un poliedro formado por dos caras poligonales de cual-
quier nimero de lados, paralelas e iguales llamadas bases, y por tantos pa-
ralelogramos como lados tenga la base. Estas Gltimas son llamadas caras
laterales. La distancia entre las bases se llama altura del prisma.

Altura Altura

Un prisma se llama regular, si sus caras laterales son rectangulos. En este
caso la altura del prisma es la altura de las caras laterales.
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El drea lateral se calcula como el producto de su altura y el perimetro de la
base.

Area lateral = perimetro de la base.altura del prisma
Para calcular su area total se emplea la siguiente formula:
Area total = area lateral + 2.4rea de la base
Para calcular el volumen:
Volumen del prisma = area de la base . altura

A continuacion estan dibujados los prismas triangular, cuadrangular y he-
xagonal, y el desarrollo de cada uno de ellos.

Prisma triangular: Es un prisma que tiene como base
tridngulos equilateros.

Desarrollo:
=
B
=
Ejemplos: &
jemplos o
=]
=
1) Encuentre el area total del prisma triangular, cuyas bases son tridngulos — =.

equilateros de 10 cms. por lado y cuya cara lateral tiene una altura de
15 lems.

Aplicando las férmulas anteriores

Area lateral = [3(10)](15) = 450 cms?

15 cms
En un tridngulo equilatero de 10 cms.

por lado, la altura mide 5 \E cms.
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Por tanto,
Area de la base = 1—0(52—@— = 25\/5 = 43.3 cms?

Area total = 450 + 2(43.3) = 536.6 cms?

El area total es aproximadamente de 536.6 cms?
2) Utilizando la férmula adecuada encuentre el volumen del prisma trian-

gular que tiene como base un tridngulo equildtero de 6 cms. por lado y
cuyas caras laterales tienen una altura de 10 cms.

Area de la base % \/§ =9V3 cms?
Voltimen (9/3)(10) = 90\/3 = 155.880 ems?

El volimen es aproximadamente 155.9 cms?3

Prisma cuadrangular: Es un prisma que tiene como base cuadrados.

Desarrollo:
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Un caso especial del prisma cuadrangular es el cubo,
que es un sélido limitado por seis cuadrados iguales;
también se le conoce con el nombre de hexaedro.

&
%

S

arista

Desarrollo:

Para calcular su area lateral se emplea la siguiente féormula:
Area lateral = 4.arista elevada al cuadrado

Para calcular su area total se emplea la siguiente férmula:
Area total = 6. arista elevada al cuadrado

Para calcular su volumen se emplea la siguiente formula:

Volumen del cubo = arista elevada al cubo
Ejemplo:
Hallar el area total y el volumen de un cubo con cada arista de 20 cm.
Area total = 6(20)? = 2400 cm?

Volumen = (20)° = 8000 cm?

Utilizando los resultados para el calculo del area y volumen de un prisma
puede trabajarse el siguiente problema.

Ejemplo:

Una bodega tiene un piso rectangular de 21.6 metros por 14.4 metros. Las
paredes son verticales y tienen 4.5 metros de altura. Hallar el area total de
paredes, piso y techo y la capacidad de almacenaje de la bodega (volumen).

45 m

Z

216m 44m
La superficie total se encuentra sumando las areas de paredes, piso y techo.

125 <a@orreennns )
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Area total = 2(21.6)(4.5) + 2 (14.4)(4.5) + 2(14.4)(21.6)
= 964.08 m?

El &rea total de la bodega es de 964.08 m?

La capacidad de almacenaje, que corresponde al volumen, se encuentra
multiplicando el area de la base por la altura.

Volumen = (21.6)(14.4)(4.5)
=1,399.68 m3

La capacidad de almacenaje es de 1,399.68 m3

Prisma hexagonal: Es un prisma que tiene como
base hexagonos.

Desarrollo:

Ejemplo:
Encuentre el 4rea total del prisma hexagonal regular con una altura de
8 pulgadas y cuyas bases son hexagonos regulares de 4 pulgadas por lado.

La base del prisma se representa en la figura:
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Por tanto,

Area Lateral = [6(4)1(8) = 192 pulg?
Note que un hexagono se puede dividir en 6 tridngulos equilateros de
lado 4, por lo que se deduce que el area de la base es 6 veces el area
de uno de estos tridngulos, de base 4 y altura 2 \/5

Asi,
Area de base = 6 [%(4)(2\/5)] = 6 (4\3) = 4157 pulg?

Area total = 192 + 2(41.57) = 275.0 pulg?
El area total es aproximadamente 275.0 pulgadas cuadradas.

5.2.1.2 Pirdmides.
Se llama pirdmide a un poliedro que tiene por base un poligomo de cual-
quier numero de lados y cuyas caras laterales son tridngulos que se en-
cuentran en un punto llamado vértice de la pirdmide. La distancia entre el
vértice y la base, que es el segmento de perpendicular trazada desde el vér-
tice a la base, se llama altura de la pirdmide.

Para calcular su volumen se emplea la siguiente férmula:

Volumen de la piramide = (area de la base . altura) / 3

Pirdmide regular es un sélido que tiene por base un poligono regulary ==
cuyas caras son triangulos isésceles iguales. =

En una pirdmide regular, se llama apotema a la altura de cualquiera de sus
caras laterales.

El 4rea lateral de una pirdmide es igual a la suma de las areas de sus caras
laterales.

Por tanto,
Para calcular su area lateral se emplea la siguiente férmula: T

Area lateral = (perimetro de la base.apotema) / 2
Para calcular su area total:

Area total = area lateral + area de la base
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Ejemplo:
Una piramide regular tiene como base un hexagono regular cuyos lados
miden 20 cms. y su altura es de 37.5 cms. Hallar volumen y area lateral de

la piramide.
P Vv

37.5 cms.

L Vs

Para determinar el volumen, es necesario calcular el area de la base, la cual
se calcula diviendo el hexagono en 6 triangulos equilateros de 20 cms. por
lado y por tanto de altura 10 \/3

Asi,
Area de la base

6 [%(20)(10\/5)] ~ 1039.23 cm?

Volumen de la
piramide

(1039.23)(37.5) / 3

12990.38 cms3

U

Previa a calcular el area lateral se necesita determinar el apotema. Sobre la
piramide se considera el triangulo AOV, donde V es el vértice, O el centro
de la base y A el punto medio de uno de los lados del hexagono.

%

El segmento; OV coincide con la altura de la pirdmide, el segmento AO con
la altura de cada uno de los 6 tridngulos equilateros en que se divide el he-
xagono. Por tanto sus longitudes son:

A0 = 10V3 cem y OV =375cm
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Aplicando el teorema de Pitdgoras AV =41.31 cm, medida del apotema.

Por lo tanto,
Area lateral = 6(20)(41.31) / 2 = 2479 cm?

A continuacion estan dibujadas tres pirdmides regulares: el tetraedro, la pi-

ramide triangular y la cuadrangular; junto con el desarrollo de cada una de
ellas.

Tetraedro: es una pirdmide formada por cuatro trian-
gulos equilateros. Cualquier cara, por tanto, puede
ser la base.

Desarrollo:

En este caso particular.

Area lateral = % base. apotema
Area total = 2 base. apotema

Siendo apotema = @ (lado del tridngulo)

Piramide triangular: la base es un tridngulo equilatero y las caras laterales
son tridngulos is6sceles.
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Desarrollo :

Piramide cuadrangular: aqui la base es un
cuadrado, teniendo cuatro caras laterales.

y

Desarrollo: ‘

Ejemplo:

Encuentre el 4rea total y lateral de la pirdmide cuya base es de 5 pulgs. de
lado y apotema de 12 pulgs.

Area lateral = [4(5)] %2l= 120 pulg?

Area de base = 52 = 25 pulg?

Area total = 145 pulg?

El 4rea lateral es 120 pulg? y el area total 145 pulg?
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5.2.2 Cuerpos redondos.
Se estudiaran las caracteristicas generales y especificas de cada cuerpo re-
dondo: el cono, el cilindro y la esfera.

En general, estos tres cuerpos se generan al hacer girar una curva alrede-
dor de un eje. La curva que gira recibe el nombre de generatriz y los pun-
tos que ella describe forman una circunferencia.

El Cono
Es el cuerpo geométrico redondo que se obtiene al girar una recta oblicua
desde un punto fijo del eje. A ese punto se le llama cispide. La recta, lla-

mada generatriz, gira a lo largo de una circunferencia -directriz- que se en-
cuentra en otro plano.

Caspide//

Eje

Directriz

Generatriz

Otra forma més sencilla de determinar la formacién de un cono es decir
que se genera al rotar un tridngulo rectangulo alrededor de uno de sus
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Elementos

En el siguiente dibujo, podemos distinguir los elementos de un cono recto:

e Eje: es el cateto AC. Alrededor de él gira el triangulo rectangulo.

e Base: es el circulo que genera la rotaciéon del otro cateto, AB. Por lo
tanto AB es el radio del cono.

e Generatriz: es la hipotenusa del tridngulo rectangulo, BC, que genera
la region lateral conocida como manto del cono.

e Altura: corresponde al eje del cono, porque une el centro del circulo con
la cuspide siendo perpendicular a la base.

Concluyendo: el cono tiene una base plana y
una cara lateral curva. Posee una arista circular
y un vértice llamado cuspide.

Si la altura coincide con su eje, el cono es recto. Si el eje y la altura no coin-
ciden, el cono es oblicuo

Al abrir un cono recto obtenemos su desarrollo, es decir, la plantilla dibuja-
da en un mismo plano para poder construirlo.

» Desarrollo del Cono

Matematica - Preuniversitaria

e Lacara lateral o manto de un cono corresponde a un sector circular.
e Llamamos sector circular a una parte del circulo formado por 2 radios
y el arco de circunferencia comprendido entre ellos.
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En el manto del cono, los radios son la generatriz, y el arco equivale al pe-
rimetro de la circunferencia que sirve como base.

Entonces, el area total de un cono se obtiene con la férmula:

Area total = area del circulo + area del sector circular

Donde, Area del sector circular = 7rg
Siendo, r = radio
g = generatriz

Una forma equivalente de calcular el 4rea lateral es la siguiente:

Area lateral = (perimetro de la base.generatriz) / 2

Ejemplo:
Calcular el area del siguiente cono con radio de 6 cms y generatriz 10 cms

10 cm.
f (generatriz)

6 cm.
(radio)

Area de la base = 7r(6)2 =36 cm?
Area del sector circular = #(6)(10) = 607 cm?

Area total = 36t + 607 = 96 T cm?

Algunas veces no se conoce la medida de la generatriz o del radio. En es-
tos casos habra que aplicar el Teorema de Pitdgoras para calcular cateto o
hipotenusa del triangulo rectangulo que genera el cono.
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Ejemplo:

Calcular el 4rea total de un cono de radio 3 cm y altura 4 cm.

altura (h) = 4 cm.

h radio (t) = 3 cm.

En este caso la generatriz, corresponde a la hipotenusa del triangulo rec-
tangulo. Aplicamos el Teorema de Pitdgoras para su célculo:

g =r+mn
=9+16
=25

Luego,

g =5cms

Area total =1 (3)? + m (3)(5)
=97+ 1651
= 247 cm?

Para calcular su volumen se emplea la siguiente férmula:

Volumen del cono = (area de la base.altura) / 3

Ejemplo:

Encuentre el volumen del cono si el radio de la base es de 10 cms y la al-
tura es de 15 cms.

""" Vo=
: 3

)
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%
fomon

% 2(100)(15) = 5007

El volumen es 500 cms?
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El Cilindro
El cilindro es el sélido generado por un rectangulo al girar en torno a uno
de sus lados.

qs

(e 2D
—

3 e

Elementos

Por medio del dibujo siguiente, es posible determinar los elementos de un

cilindro, que son:

e [Eje: lado AD, alrededor del cual gira el rectangulo.

e Bases: son los circulos paralelos y congruentes que se generan al girar
los lados AB y CD del rectangulo. Cada uno de estos lados es el radio
de su circulo y también, el radio del cilindro.

e Altura: corresponde al mismo eje AD; es perpendicular a las bases y lle-
ga al centro de ellas. Esta es la razén por la que el cilindro es recto.

e Generatriz: es el lado BC, congruente con el lado AD, y que al girar for-
ma la cara lateral o manto del cilindro.

Cara . =3
basal Radio 4

Eje o
altura |

Resumiendo: el cilindro tiene 2 caras basales pla- greees
nas, paralelas y congruentes. 1 cara lateral que es i
curva y 2 aristas basales.

Al abrir un cilindro y colocar todas las caras en un mismo plano, obtene-
mos su desarrollo. Asi:
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» Desarrollo del Cilindro

.

&

Se puede observar que se forma un rectangulo para la cara lateral, cuyos
lados son el perimetro de la circunferencia que forma las bases y la altura
o generatriz.

Generatriz
o altura

Cara lateral

Por tanto, el area lateral del cilindro es:
Area lateral = perimetro de la base.altura
=2 m. radio de la base . altura

Area total de un cilindro

Al igual que en el cono, el area total de un cilindro se obtiene con la suma
del drea de la base y el 4rea lateral. En el cilindro tenemos 2 bases que son
= circulos congruentes, y una cara lateral que es un rectangulo.

alica - Preuniversitaria

nhaa
iatemat

..... . ASII,
: Area total = Area lateral + 2 (area de la base)

Para calcular su yolumen se emplea la siguiente formula:
Volumen del cilindro = area de la base.altura
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Ejemplo:

Calcular el area total y el volimen del cilindro de radio 8 m. y altura 12 m.

Area de la base = 7r(8)2
= 641 m?

Area lateral = 27 (8)12
= 1927 m?
Por tanto,
Area total = 2(64)m +192n

= 320 m?

El volumen de este mismo cilindro es

(64m)12
= 768t m3

Volumen
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Esfera
Es el cuerpo redondo que se genera al rotar un semicirculo alrededor de su
didmetro.

Elementos
Al girar el semicirculo alrededor del didmetro AB, se genera una superficie
esférica donde se determinan los siguientes elementos:

Generatriz: es la semicircunferencia que genera la superficie esférica.
Centro de la esfera: es el centro de la semicircunferencia y corresponde
al punto O.

Radio de la esfera: es el radio de la semicircunferencia: OA.

Didmetro de la esfera: es el segmento que une 2 puntos opuestos de la
superficie esférica, pasando por el centro: AB.

Radio de A
la_esfera ({

\Generatriz

) Centro de

~Ja esfera

En este esquema se observan los elementos:

e La esfera tiene una sola cara curva.

e Todos los puntos que forman la superficie esférica equidistan de un
punto fijo llamado centro, y que corresponde al centro de la semicircun-
ferencia que gira.
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Cortes

Una esfera puede ser cortada por un plano que pasa por su centro. De es-
ta forma se obtienen 2 semiesferas y el plano deja como borde una circun-
ferencia maxima.

A

Semi esferas

Si el plano corta a la esfera sin pasar por su centro se obtienen 2 casque-
tes esféricos.

Casquetes
esféricos

Area de una esfera

El area de una esfera se obtiene con el cuddruplo del 4rea de su circulo ma-
ximo. Recordemos que se llama circulo méaximo al que pasa por el centro
de la esfera. Entonces la férmula es:

Area de la esfera = 4 mr?

Volumen de la esfera = % n x radio al cubo

=%7cr3

Ejemplo. Si una esfera tiene un radio de 2 m., su area sera:

Area = 4n (2)2

BHCHSIIANNILG - BIICINSIH Af SBHISY

=16t m
y su volumen
Volumen = % Q’r
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~ EJERCICIOS
1) Encuentre el volumen y el area de cada prisma con un poligono regular co-
mo base. :
No. Base Medida del lado | Medida de Altura
de la base del prisma
1 | Triangulo equilatero 6 15
2 | Cuadrado 8 10
3 | Hexagono 20 25
4 | Pentagono 18 10
5 | Dodecégono 12 15
6 | Decagono 5 9

2) A continuacion se le indica el radio y la medida de la altura. Encuentre el vo-
lumen del cilindro recto circular.

No. r h
. 10
2. 2 9
& 3 20 15
‘S 4. 11/2 4

= 3) El didmetro interno de una tuberia es de 2 pulgadas. El largo de la tuberia
es de 16 pies. (@) ¢Cudntas pulgadas clbicas de agua puede llenarla? (b)
¢Cuantos galones? (Existen 231 pulgadas cubicas en un galén de agua)

m 4)  Un tanque cilindrico tiene un diametro interno de 18 pulgadas. El tanque
E,% tiene 6 pies de altura. ¢ Cudl es la capacidad (a) en pies ctbicos? (b) en ga-
= lones?
S 18 Puigs.
g -
S

6 Pies




L. . s /yr
— Universidad Ratael Landivar

5)  Un vaso cilindrico de agua contiene un didametro de 4 pulgadas. El vaso
mide 5 pulgadas de altura. ;Cuéntas pulgadas cubicas de liquido puede
contener?

6) Un vaso cilindrico de jugo de frutas tiene un didmetro interno de 2 pulga-
das. Y tiene 4 pulgadas de altura. ¢Cuantas pulgadas cubicas de liquido
puede contener?

7)  Una rueda solida cilindrica, tiene un radio de 3 pulgadas y una altura de 4
pies. (a) ¢Cudantas pulgadas clbicas de metal existen en el cilindro? (b) Si
la rueda cilindrica pesa 0.2833 libras por pulgada clbica, ¢Cudl es el peso
del cilindro?

8)  Encuentre el area y el volumen de una esfera , de la cual se le da el radio en
pulgadas.

e n g W,
1. 6 2. 4 3. 20 4. 9

9) Se tiene una pelota de cuero de 1 pulgada de diametro. Encuentre el peso
de la pelota si su cuero pesa 710 libras por pie cuadrado.

10) Una pelota de croquet que tiene 6 pulgadas de didmetro, elaborada de

algodén cuyo peso es de 50 libras por pie cubico. Encuentre el peso de la
pelota.

= 1
it
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